Unidad 1: Funciones cuadraticas.

Unidad 1.

Funciones Cuadraticas

PROPOSITO
& Continuar con el estudio de funciones a partir del estudio de situaciones que varian
en forma cuadrédtica; contrastar este tipo de variacion con la lineal. Analizar el
comportamiento de las graficas de funciones cuadraticas en términos de sus
pardmetros e iniciar la resolucion de problemas de optimizacion con métodos
algebraicos.

CONTENIDO

1.1 Situaciones que involucran cambio y que dan origen a funciones cuadraticas.

1.2 Comparacion de la funcion cuadratica con la funcién lineal.

1.3 Intersecciones de la gréfica de una funcién cuadratica con el x.

1.4 Estudio gréfico y analitico de la funcién: y = ax? + bx + ¢. Casos particulares:
y=ax? y=ax*+c¢; y=a(x—h)*) y=alx—-h?+k
1.4.1 Expresar una funcién cuadratica escrita en la forma general y = ax? + bx + ¢

alaformaestandar y = a(x — h)? + k.
1.5 Concavidad, maximo o minimo.
1.6 Problemas de maximos y minimos. Resolucion algebraica.

Identificacion de puntos problematicos y propuestas de solucion.
Bibliografia.



Unidad 1: Funciones cuadraticas.

PRESENTACION

El segundo semestre de matematicas, como se sefiala en los Programas de Estudio del
CCH, se inicia con el estudio de la funcién cuadratica, lo que permite, por un lado,
avanzar en el concepto de funcién al introducir ahora un nuevo tipo de variacion que
conlleva conceptos como concavidad y simetria, y, por otro, vincular estas funciones
con las ecuaciones cuadraticas que recién ha trabajado el alumno, aspecto que
enriguece ambas teméaticas y contribuye a la formacion de significados sobre la
resolucién de ecuaciones y la funcion cuadratica.

Para su estudio, si los conceptos se reducen sélo a su definicion se corre el riesgo de
no producir aprendizajes entre los alumnos, por lo que, se analizan los diferentes
registros de representacion de la funcion cuadratica y la relacién que existe entre ellos;
se representa graficamente una funcion cuadrética a partir de sus puntos notables; y se
aplican sus propiedades en la resolucibn de problemas de optimizacion,
particularmente, cuando se trata de encontrar valores maximos o minimos. Esto, a
través de diversas actividades, ejercicios y ejemplos disefiados con base a los
aprendizajes que marca el programa.

Por otra parte, segun la metodologia que desarrolle el profesor, se sugiere intercalar
aquellos temas que muestren cierta relacion, integrarlos en la medida de lo posible y no
trabajarlos de manera aislada. Donde su tratamiento en diversas situaciones ayudara a
gue el alumno logre una mejor conceptualizacion.

Conceptos clave. Funcion cuadrética; intersecciones con los ejes; concavidad; punto
maximo/minimo; significados de los parametros a, h, k en y = a(x — h)? + k.
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1.1 SITUACIONES QUE INVOLUCRAN CAMBIO Y QUE DAN ORIGEN A
FUNCIONES CUADRATICAS.

Para iniciar esta unidad se sugieren las siguientes actividades con el objetivo de
modelar las primeras funciones cuadraticas, donde para su construccion, el alumno
tiene que observar, buscar regularidades, establecer patrones y conjeturas hasta llegar
al modelo algebraico.

Como los alumnos no estan acostumbrados a encontrar modelos algebraicos es posible que
presenten dificultades, aqui se sugiere darles el tiempo suficiente y que escriban todas sus
aproximaciones en el pizarron. Esto permitira observar diferentes formas algebraicas que se
pueden descartar o relacionarse entre si hasta llegar a la respuesta correcta. Incluso, se puede
iniciar esta etapa proponiendo primero generalizar la sucesion cuadrangular 1, 4, 9, 16,
25,..., n?

Actividad 1. Observa la siguiente secuencia, y menciona:

a) ¢ Cuantos puntos contiene en total la figura con 7 puntos en su base?

b) ¢Y con 8 puntos?

c) ¢ Cuantos puntos contiene en total la figura con 84 puntos en su base? (Lo cual exige
qgue el alumno se desprenda del dibujo, y abre paso a generalizar).

d) ¢Y con n puntos en la base?

Solucién:
1, 4, 9, 16, 25,...,b>

Actividad 2. Observa la siguiente secuencia, y menciona:

a) ¢, Cuantos puntos contiene en total el triangulo con 6 puntos en su base?

b) ¢Y con 7 puntos?

c) ¢ Cuantos puntos contiene en total el triAngulo con 135 puntos en su base?

d) ¢Y con n puntos en la base?

e) ¢, Cuantos puntos en la base tendra el triangulo que contiene un total de 351 puntos?
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Solucién:
b(b+1)

i 1, 3, 6, 10, 15, ..., 3
L ]

1 3 b 10

NOTA. En estas actividades, como existen diversos patrones y formas de presentar el modelo
algebraico, se deja al profesor vivir tal experiencia con sus alumnos.

Actividad 3. ¢ Cuantas diagonales tiene un poligono de n lados?

Solucion:

0,25, 09, 14,...,@

Actividad 4. Hay un terreno rectangular muy grande en el que se construira un parque
con varias zonas, de tamafio y forma diversos. Imagina que eres parte de la comisién
encargada del disefio de las calles de acceso a las distintas zonas. Como es de
esperar, se tiene que invertir la menor cantidad de dinero en abrir calles de acceso a las
distintas zonas. La tarea de la comisién consiste en encontrar el nimero de calles que
se requeriran para crear 30 zonas. Recuerda que se necesita la menor cantidad de
calles.

En caso de no obtener respuesta favorable, puedes ayudar al alumno a plantear el problema
trazando una y dos calles en sus diferentes casos. Asi, con una calle se obtienen 2 zonas, y
con 2 calles 4, pero ;qué pasa con 3 calles? Aqui, se puede iniciar una discusion sobre
cuantas zonas se obtienen con 3 calles, pues existen casos en que se obtienen 6 zonas, y
otros casos en que se obtienen 7, con lo que se podra descartar cierto tipo de construcciones
y analizar la construccidn que genera el maximo de zonas.




Solucion:

/

Con 1 calle se
obtienen 2 zonas
como maximo.
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Recuerda que quieres trazar
calles de manera que
obtengas la mayor cantidad de
zonas.

Con 2 calles se
obtienen 4 zonas
como maximo.

Con 3 calles, ? zonas.

Numero de calles

NUmero de zonas Entonces:

c(c+1)

2,4, 7, 11, ..., +1

A WIN| -

Actividad 5. Escribir la formula del area de un circulo en funcion del radio. ¢ Qué tipo de

funciéon es?

Actividad 6. Se tienen 100 metros de malla y se quiere cercar un terreno rectangular,
expresar el area del terreno en funcion de su ancho (y) o su largo (x).

Solucion:

~< -

En algunos casos, se daria por terminado el problema, sin embargo, se puede reflexionar
sobre: ¢ Qué valores puede tomar y? ¢ Cuales no? ¢ Por que?
¢,Cudles son las dimensiones del terreno para obtener la maxima area?
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Actividad 7. Después de varios dias de observacion un biélogo planted una hipétesis
acerca del comportamiento de las mariposas. “El numero de mariposas que se ven en
el campo es proporcional al cuadrado de la temperatura”. Para una temperatura de
32° C, el biélogo cont6 81 mariposas.

¢, Cuantas mariposas habra cuando la temperatura sea de 15° C?

Solucion:

m = mariposas
t = temperatura
Modelo de variacién — m = kt?

Remplazando m = 81, t = 32 en el modelo de variacién, se tiene: 81 = k(32)?, de lo

22 Ahora, sustituyendo k se tiene: m = 222,

cual se deduce que k = .
1024 1024

81

Para t =15, m = E(lS)2 = 17.79. Por lo tanto, cuando la temperatura es de 15° C

habra 17-18 mariposas.

Actividad 8. El director de un teatro estima que si cobra $30 por localidad, podria
contar con 500 espectadores. Y que por cada $1 de descuento estima 100 personas
mas. Calcular los ingresos obtenidos en funcién del nimero de rebajas del precio.

Solucioén:
Descuento 0 1 2 3 . X
Precio 30 30-1 30-2 30-3 30— X
Num. 500 500 + 100(1) 500 + 100(2) 500 + 100(3) 500 + 100(x)
espectadores
Ingresos (30)(500) | (30— 1)[500 +100 (1)] | (30-2)[500 +100(2)] | (30— 3)[500 + 100 (3)] | (30— x)[500 + 100 (x)]

I(x) = (30 — x)(500 + 100x) = —100x? + 2500x + 15000

a) ¢, Cuanto debera descontarse para obtener el maximo ingreso?
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Ejercicios 1.1

1) ¢ Qué figuras siguen en la siguiente secuencia?

a) Si la figura tiene 5 cuadrados en su base, ¢ cuantos cuadrados del mismo tamario (de
su base) contendra la figura en total?

b) ¢ Cuantos cuadrados en total tendra una figura si su base consta de 55 cuadrados?

c) ¢ Cuantos cuadrados tendra la figura que tiene n cuadrados en su base?

2) La distancia de seguridad que deben guardar los coches entre si, en circulacion, se
organiza en la tabla siguiente:

Velocidad (km/h) | Distancia de seguridad (m)
10 1
20 4
30 9
40 16
50 25

Expresar la distancia de seguridad en funcion de la velocidad.

3) Expresar el area del triangulo equilatero en funcion del lado. ¢Qué funcion se
obtiene?

4) Si en un cuadrado aumentamos en 6 unidades dos lados paralelos obtenemos un
rectangulo. Calcular el area del rectangulo en funcion del lado x del cuadrado.
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5) Construccion de un rectangulo bajo ciertas condiciones y calculo de su area, donde
su base sea una magnitud x.

a) Construye un rectangulo de tal manera que: se encuentre en el primer cuadrante,
uno de sus vértices sea el origen del sistema coordenado; otro vértice se encuentre
sobre la recta y = —2x + 8, donde el segmento que une a éstos vertices sea una
diagonal del rectangulo.

b) Bajo estas mismas condiciones, ¢cuantos rectangulos se pueden construir?
Construye al menos 4.

Con base a los rectangulos que se pueden obtener en b), responde el resto de los
INCISOS.

c) Construye una tabla en donde se muestre la longitud de los lados de cada rectangulo
y Ssus areas correspondientes.

d) Determinar el &rea de un rectdngulo donde su base sea una magnitud x.

e) ¢ Existe un rectangulo que tenga un area de 9cm??

f) Describe lo que observas respecto al comportamiento del area de los rectangulos.

g) ¢ Existe un valor de area maxima en donde solo exista un rectangulo con esa area?
¢Puedes calcular el valor del area y las dimensiones de ese rectangulo?

NOTA. Este Ultimo ejercicio 5, puede ser utilizado para iniciar una reflexién sobre la importancia de
estudiar la funcién cuadrética.
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1.2 COMPARACION DE LA FUNCION CUADRATICA CON LA FUNCION LINEAL.

Dado que en este apartado se van a destacar algunas caracteristicas de la funcion cuadratica
y contrastarlas con la funcién lineal, se sugiere iniciar el manejo de un lenguaje donde
intervengan cada uno de los términos que caracterizan a la funcion cuadratica, con el fin de
que el alumno se vaya familiarizando y se forme una idea al momento de trabajar con estos
conceptos.

Por otra parte, se sugiere intercalar temas que muestren cierta relacién, como lo es el caso
del Tema 1.5, donde conceptos como concavidad, méximo y minimo se encuentran
estrechamente relacionados con otros, desde el analisis de este apartado como a lo largo de
la unidad. Por tal motivo, se sugiere integrar estos conceptos y no trabajarlos de manera
aislada (hasta el tema 1.5), lo cual permitird que el alumno desarrolle un lenguaje mas
amplio, y su tratamiento en diversas situaciones ayudara a una mejor conceptualizacion.

7

Iniciemos la comparacién entre la funcion lineal y la cuadratica.

Como recordarads una funcién lineal es de la forma y =ax + b, y las actividades
anteriores dieron lugar a expresiones de la forma y = ax? + bx +c, con a,b,c €
R y a # 0, que reciben el nombre de funciones cuadraticas o funcién polinomica de
grado dos.

PARA REFLEXIONAR: ¢Por qué en la definicion de funcion cuadratica, a debe ser
distinta de cero? ¢ Puede b 0 ¢ ser cero?

Actividad 1. Las siguientes tablas representan una funcion ¢ cual de ellas representa a
una funcion lineal y cuél a una funcién cuadratica?

a) b)

X y X y
-3 14 -3 | 31
-2 11 -2 17
-1 8 -1 7
0 5 0 1
1 2 1 -1
2 -1 2 1
3 —4 3
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En esta actividad es posible que los alumnos observen la relacion entre la variable y y
la variable x, y determinar el modelo algebraico. Otros, pueden hacer las graficas
correspondientes, sin embargo, para nuestros fines hay que explorar la variacion
calculando las primeras y segundas diferencias de la funcion.

Las primeras diferencias se calculan restando dos términos consecutivos de la sucesion
(valores de y); y las segundas diferencias, restando dos términos consecutivos de las

primeras diferencias.

Para calcular las primeras y segundas diferencias de una funcién, la tabla de valores
debe estar compuesta de manera que las diferencias en x sean constantes.

Asi, las diferencias quedan como sigue:

a) X y Diferencia en x Primeras diferencias en y Segundas diferencias
-3 | 14
-2 | 11 1 11-14=-3
—1] 8 1 8—11=-3 —3-(=3)=0
0 |5 1 5-8=-3 —3-(=3)=0
1] 2 1 2-5=-3 —3-(=3)=0
2 | -1 1 1-2=-3 —3-(=3)=0
3 | —4 1 —4— (-1 =-3 —3-(=3)=0
b) X y Diferencia en x Primeras diferencias en y Segundas diferencias
-3 | 31
=2 |17 1 —14
-1 7 1 —-10 4
0 1 1 —6 4
1 -1 1 -2 4
2 1 1 2 4
3 1 6 4

Actividad 2. Calcular las primeras y segundas diferencias de las funciones:
a) y=—x>+3x+4 b) y=5x—2 C)y:§x2+4x—6 d) y=-7x+3,
para x =-1, 0, 1, 2, 3.

Solucioén:

10
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a) X y=—-x*+3x+4 Diferencia en x Primeras Segundas
diferencias en y diferencias
-1 |y==(-D*+3(-1D)+4=0 1
0 y=—(0)2+30)+4=4 1
1 6 1 -2
2 6 1 -2
3 4 1 -2 -2

De manera similar, trabaja con tus alumnos el resto de los incisos, y al terminar,
reflexionar sobre:

a) ¢Qué pasa con las primeras y segundas diferencias?

b) ¢Existe alguna relacion entre las primeras y segundas diferencias con la funcién
lineal y cuadratica?

c) ¢Como son las diferencias de una funcion lineal?

d) ¢Como son las diferencias de una funcion cuadratica?

Esto, para que los alumnos observen por si mismos la caracteristica que presenta la
primera, segunda diferencia para cierto tipo de funciones:

“Si las primeras diferencias son costantes, entonces, la funcién que representa esta
tabla es lineal. Por otra parte, si las segundas diferencias son costantes, entonces, la
funcidon que representa esta tabla es cuadratica”.

De esta manera, analizamos la variacion lineal y cuadratica de una funcion, pero ¢qué

mas las hace diferentes?
¢, Como es la grafica de una funcion cuadrética?

Actividad 3. Trazar la gréfica de la funcién y = x?2 .

Solucioén:
L 3 L ]
x |y=x?
-3 |y=(-3?=9 ’
-2 |y=(-2)°=4
-1 1 [ ] -
0 0
1 1
3 9 ' K i s i s

11
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De la tabla se obtienen las parejas ordenadas (—3,9),(—2,4),(—1,1),...,, las ubicamos
en el plano cartesiano y unimos mediante una curva suave. La cual recibe el nombre de
parabola.

Para ejercitar un poco mas esta parte y obtener diversas caracteristicas de la parébola se
sugiere graficar diferentes funciones cuadraticas.

Actividad 4. Trazar las graficas de las funciones: a) y=2x2—4x—2
b) y=-x*-2x+5 c) y=3x%+18x + 27 d)y=—%x2+6x—7
Solucién:
a) X |y=2x*—4x-2 nh
2 [y=2(=27%—-4(-2) -2 =14 \0
ENIE iy
0 —_— -4-3-%2-1012/345
1 iy
2 »
3 -4
S O O
b) X |y=—-x*-2x+5 !
-3 |y=—(-3)2-2(-3)+5=2 A
-2 |y=—(-2)2-2(-2)+5=5 / 4 \
-1 |y= — 1 . 2
: [
1 —5—4[—:3—2—1001\2 3 4
2 of SR e
,l D fnd \‘]
1 ] 7
C) x | y=3x*+18x+27 \ /e
—5 |y =3(=5)2 + 18(=5) + 27 = 12 \\ [
—4 4
-3 — ;{ 2
—2 \ / !
\ o
-1 765 4% 2 —'100 12
0 gt 5—1 T
-2

12
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d)

3 o
y=—§x2+6x—7 e

Como se puede ver, la grafica de una funcién cuadratica presenta diversas
caracteristicas y muy especificas. Permite que el propio alumno las identifique.

Este analisis se puede hacer con respecto a las caracteristicas de una funcién lineal,
por ejemplo, se le puede cuestionar sobre:

a) ¢Cuantas raices o ceros tiene una funcién lineal? ¢Cuantas tiene una funcién
cuadrética?

b) ¢La grafica de una funcion lineal crece y después decrece, o viceversa? ¢Qué pasa
con la parabola?

c) ¢Existe un punto en el que la pardbola cambia de creciente a decreciente, o
viceversa? ¢Como se le llama a ese punto?

d) Algunas parabolas abren hacia arriba, otras, hacia abajo ¢cémo se le llama a este
comportamiento?

e) ¢La recta presenta algun tipo de simetria (un reflejo respecto al eje x, al eje y o al
origen? ¢ Qué pasa con la parabola?

Partiendo del caso mas caracteristico, y = x?2, el valor de la ordenada y es igual para x
y —x. Esto provoca que la grafica sea simétrica respecto al eje y.

La recta del eje de simetria resulta importante cuando se trata de graficar una funcion

cuadratica, pues divide a la parabola en dos partes congruentes, es decir, cualquier
punto de la pardbola tendra un punto homologo al otro lado de este eje.

NOTA. Las preguntas propuestas en este como en otros apartados de la presente guia, se pueden omitir
algunas, segin el desempefio de sus alumnos.

13
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Ejercicios 1.2

1) Con base en la gréfica de una funcion cuadratica:
a) ¢, Qué es la concavidad?

b) ¢ Qué es el vértice?

c) ¢Qué es el punto minimo/maximo?

d) ¢Qué es el eje de simetria?

2) Calcular las primeras y segundas diferencias de las funciones:
a) y=2x2—4x-3 b) y=—-6x+5 c) y=—§x2+3x+8
para x =—1, 0, 1, 2, 3.

3) Una parabola corta al eje de las abscisas en (4, 0) y (9, 0). ¢Cual es su eje de

simetria?

4) En la siguiente figura, se muestra una parte de la curva representativa de una funcion
cuadrética, completa el trazo suponiendo que el vértice es (1, 0).

5) Trazar la gréfica de las siguientes funciones e indica su concavidad, su punto minimo
0 maximo, su veértice y su eje de simetria.

a) y=—-2x2—4x-5 b) y=3x2-1 c) y=—4x? d)y=§x2—6x

14
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1.3 INTERSECCIONES DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION CUADRATICA CON EL
EJE X.

Considerando que los alumnos son constructores de su propio conocimiento, y que los
conceptos no se pueden reducir a su definicion, pues de hacerlo, corremos el riesgo de
no producir aprendizajes entre los estudiantes. Por ejemplo, en lugar de indicarle
directamente al alumno la relacion entre las intersecciones de la grafica de una funcion
cuadrética y el eje x, con sus raices, lo cual genera que el alumno no desarrolle
pensamiento matematico alguno, nosotros sugerimos que sea el propio alumno quien lo
descubra, en este sentido se propone lo siguiente.

Como recordaras, una ecuacion cuadratica o de segundo grado es aquella que puede
escribirse en la forma ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son nimeros reales, con a # 0.
Y su funcién asociada es y = ax? + bx + c.

Cuando se tiene una ecuacion y se pide trazar su gréafica, algunos estudiantes no recuerdan
como hacerlo, pues sélo observan una ecuacion con una variable. Ante esta situacion, hay
que hallar la funcion asociada de la ecuacion, donde basta con sustituir a la y por el cero.
Asi, en el caso de la ecuacion cuadratica se tiene: ax? + bx + ¢ =0 - y = ax? + bx + c.

Las siguientes actividades 1, 2 y 3 se pueden dejar de tarea y continuar con el anélisis de las
raices de una funcién cuadratica en clase.

Actividad 1. Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas y trazar la grafica de su

funciéon asociada. a) 2x2—4x—-6=10 b) —x2—-3x+4=0
Solucion: Tabla: Gréfica:
a) Utilizando  cualquier X |y=2x’—4x—6
método algebraico,
las soluciones son: -2 |y=
-1
xl = _1 0
1
X, =3
2 2
3
4
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b) Utilizando cualquier
método algebraico,
las soluciones son:

X1=_4
x2=1

Actividad 2. Resolver las siguientes ecuaciones
b) —3x%2+12x—12=0

a) x2+6x+9=0

Solucion:

a) Utilizando cualquier
método algebraico,
las soluciones son:

X12 = =3

b) Utilizando cualquier
método algebraico,
las soluciones son:

X2 =2

Tabla:

y=—-x*—-3x+4

Tabla:

y=x*+6x+9

y:

Tabla:
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Gréfica:
T
16
4
3
2 \\
0
-2 —110\ 2 3
N\

cuadraticas y trazar su gréfica.

Gréfica:

y=-3x*+12x— 12

y:
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Actividad 3. Resolver

a)

3x2—6x+5=0

Solucién:

a)

b)

Utilizando cualquier
método algebraico,
las soluciones son:

No tiene soluciones
reales. Son
complejas.

Utilizando cualquier
método algebraico,
las soluciones son:

No tiene soluciones
reales. Son
complejas.

Unidad 1: Funciones cuadraticas.

las siguientes ecuaciones cuadraticas y trazar su grafica.

b) —2x2—-8x—-9=0

Tabla:

y=3x*—6x+5

y:

Tabla:

y=—-2x>—-8x—9

Gréfica:

01 2 3 4 5

Para establecer la relacion entre las intersecciones de la grafica de una funcion
cuadrética y el eje x, con sus raices, se pueden plantear las siguientes preguntas,
donde no se proporciona la respuesta, sino se encamina al alumno en la direccion
deseada.

De acuerdo a las actividades 1, 2 y 3,
¢, Cuantas soluciones tiene una ecuacion de segundo grado?
¢ Existe alguna relacion entre las soluciones de una ecuacién y su grafica?

¢, Qué sucede con los valores donde interseca la parabola a los ejes y las soluciones

a)
b)
c)

de la ecuacion?

17
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d) ¢Existe alguna relacion entre las intersecciones de la parabola y los ejes con el
hecho de obtener una, dos o ninguna raiz?

PARA REFLEXIONAR: ¢ Existe alguna forma en que una funcién cuadratica tenga una
raiz compleja y una real?

Actividad 4. Ahora bien ¢ puedes identificar las raices de una funcion cuadratica a partir
de la tabla? (Observa las graficas de las actividades 1, 2 y 3, y sus respectivas tablas).

En caso de no obtener respuesta favorable, se puede preguntar:

a) ¢ Si la grafica interseca al aje x, qué coordenadas tienen esas intersecciones?

b) ¢ Qué pasa con la gréafica cuando y toma el valor de cero? ¢Qué coordenadas tienen
esas intersecciones?

C) ¢ Se encuentra este punto en la tabla?

De esta manera, el estudiante se forma una idea (aunque muy limitada) para determinar las
raices de una funcién cuadratica a partir de la representacion tabular, donde las raices son
aquellos valores que toma x cuando los valores correspondientes de y son cero. Queda a
decision del profesor si profundiza o no esta parte ya que se presentan diversos casos donde
no es posible afirmar de manera directa cuéles son las raices, por ejemplo:

Las siguientes tablas representan parte de una funcién cuadrética:

i) ii) iii) iv)

X y X Y X y X y

-3 | 18 -3 | 61 -3 | 25 -3 | 34
—2 3 -2 | 21 -2 9 -2 | 14
-1 0 -1 -1 1 -1 2

9 1 -2

1 30 1 21 1 9 1 2

63 2 61 25 14

Tal parece que la tabla i) tiene una raiz doble cuando x = —1, sin embargo, las raices
son x; = -1, x, =§ ; mientras que la tabla ii) parece no tener raices reales, no
obstante, sus raices son x; = —0.8, x, = —0.1 ; de igual manera, iii) parece no tener
rices, sin embargo tiene una raiz doble x = —%. Por otra parte, en la tabla iv) hay un
cambio de signo entre los valores que toma y, lo cual nos indica la existencia de raices.
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Para sintetizar la relacion entre la tabla, la ecuacion y su grafica, se puede preguntar:

¢, Qué pasa con el punto donde la grafica interseca al eje x, con la solucion de la
ecuacion y el valor que toma x cuando y toma el valor de cero en la tabla?

Actividad 5.
1. ¢ Cudles son las raices de las siguientes funciones cuadraticas? ¢ Y por qué?
a) b) c)
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Como se puede ver, en las graficas del ejercicio 2, visualmente no es posible afirmar
con precision cuéles son las raices, para ello, es necesario resolver la ecuacion
asociada a la funcion.

Para obtener dicha ecuacion, basta con sustituir a y por cero, por ejemplo, para a) y =

3x2+6x—2 - 0=3x24+6x—-2 o} 3x% 4+ 6x — 2 = 0, donde las raices de la
ecuacion son: x; = 0.30, x, = —2.30.

Para b) se tiene —9x? + 24x — 16 = 0, donde x;, = g :

Actividad 6. Determinar las raices de las siguientes parabolas:
b)

S - -5

Actividad 7. Dada la funcién y = —6x? — 3x + 15, encuentra sus raices y el valor
donde interseca al eje y.

Solucion:

Las coordenadas donde corta una gréfica al eje y son de la forma (0,y). Como el punto
pertenece a la gréfica sustituye el valor de la coordenada x en la funcion. Asi, al
sustituir x = 0, se tiene y = —6(0)? — 3(0) + 15, donde y = 15. Por lo tanto, la funcion
corta al eje y en el punto (0, 15).

Ahora bien, las coordenadas donde corta una grafica al eje x son de la forma (x,0).
Como el punto pertenece a la grafica, se sustituye el valor de la coordenada y en la
funcion. Asi, al sustituir y = 0, se tiene —6x? — 3x + 15 = 0, donde x; ~ —1.8, x, ~ 1.3.
Por lo tanto, la funcion corta al eje x en los puntos (-1.8, 0), (1.3, 0).
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Actividad 8. Dada la gréfica de la funcién y = x* — x + 1, determina con precision las
coordenadas de los puntos indicados.

Solucién:

El punto A esta situado en el eje y, por lo que sus coordenadas son de la forma (0, y).
Se sustituye x = 0 en la funcion, y se tiene y = (0)? —(0) + 1 = 1. Por lo tanto, 4 =
(0,1).

El punto B tiene coordenadas (x, 1). Puesto que B pertenece a la gréafica, sustituimos el
valor de la coordenada y = 1 en la funcién, asi, 1=x?—-x+1 - x?—x =0, donde,
x;=0; x,=1.Porlotanto, B =(1,1).

El punto V es el vértice, su primera coordenada esta situada en el punto medio del
segmento AB, es decir, 0.5. Como el vértice pertenece a la parabola, sustituimos el
valor de la coordenada de x, asi, y=(0.5)2—-(0.5)+1=0.75. Por lo tanto,
V = (0.5,0.75).

Para el punto C, se observa que por simetria de la pardbola se puede calcular su

primera coordenada, x = 1.5 + 0.5 = 2. Para encontrar la coordenada y, hacemos y =
(2)2 - (2) +1 = 3. Por lo tanto, C = (2, 3).
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Ejercicios 1.3

1) Realizar el bosquejo de la grafica de una parabola que tenga:
a) Una raiz doble b) Dos raices reales diferentes c) Raices complejas.
Y en cada caso, indica el valor de las raices.

2) Trazar las graficas de las siguientes funciones y encuentra sus raices:
a)y=§x2+x—§ b) y = —3x% —2x — 4 c) y=—x*+6x—-9

3) Encontrar las raices de las siguientes parabolas:

4) Dada la grafica de la funcion y = x? —4x + 3, determina con precision las
coordenadas de los puntos indicados:

5) Determinar la expresion de la funcion que representa a cada una de las siguientes
gréaficas:
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1.4 ESTUDIO GRAFICO Y ANALITICO DE LA FUNCION: y = ax? + bx + c. Casos
particulares: y=ax?, y=ax*+c, y=a(x—h)? y=a(x-h?+k.

Considerando lo medular del tema, que es graficar una funcién cuadratica sin tabular,
se sugiere la siguiente actividad donde el alumno se vea en la necesidad de pensar y
cuestionarse sobre otros métodos para graficar, ya que por medio de la tabla, a pesar
de que se asignen valores positivos y negativos a x, no se llega a obtener rapidamente
la forma de la parabola debido a que su vértice se encuentra muy alejado del origen.

Actividad 1. Graficar la funcion y = x? — 32x + 259 .

Solucion: 14 Vo]
12 \ l
\ o

10

02 4 6 8101214 16 18

S AN on b o

Ciertamente, existen algunas técnicas que pueden ayudar a realizar el trazo de una
gréfica, y que resultan muy efectivas cuando se conocen las raices. Por ejemplo, si una
funcién tiene dos raices diferentes x;, x,, que corresponden a las intersecciones de la
pardbola con el eje x, entonces, el vértice o también llamado punto extremo se
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Unidad 1: Funciones cuadraticas.

encontrara justo entre éstas, donde su primera coordenada x se obtiene de la

. , x1+x2 .
semisuma de las raices, x = — . ysu segunda coordenada y se obtiene al evaluar en

la funcién el valor de la coordenada x. De esta manera, con las raices y el vértice
ajustamos la curva parabdlica correspondiente a la funcién propuesta.

Por otro lado, si se tiene una raiz doble x; = x,, la abscisa del vértice sera la misma
que la de la raiz, (x,,0), pero se requieren mas puntos para trazar la grafica. Para
obtener estos, tenemos que encontrar las coordenadas (x,y) de dos puntos simétricos,
para las coordenadas x, hacemos x =x; +1, y se obtienen las coordenadas y
correspondientes al evaluar en la funcion el valor de las coordenadas x encontradas
anteriormente. Con lo que ya es posible trazar la grafica.

Pero ¢como hacerlo cuando no se tienen raices reales? ¢Coémo ubicar el vértice?
Ciertamente, existe una formula para encontrarlo, pero su aplicacion no es objetivo
tanto en esta guia como en el programa de estudios.

En este sentido, para poder trazar la grafica de una funcién cuadratica sin tabular,
escribimos la funcién y = ax? + bx + ¢ a su forma estandar y = a(x — h)? + k, la cual
nos permite ver caracteristicas importantes de la grafica: concavidad, vértice, punto
minimo/maximo, eje de simetria, etc. ¢Pero cOmo vemos estas caracteristicas en la
expresion? Para ello, hay que analizar qué es lo que genera cada uno de los
parametros que intervienen en ella, en este sentido, hagamos un analisis por casos,
primero, qué es lo que genera el pardmetro a mientras los otros se mantienen fijos.

Caso 1: y = ax?,

1. Si se tiene la grafica de y = x2?, como seran las graficas de y = 2x2, y = 3x?,
y = 5x2. Trazalas en un mismo plano cartesiano.




Unidad 1: Funciones cuadraticas.

a) ¢ Qué comportamiento observas entre las parabolas?
b) ¢ En qué se parecen las graficas y en qué se diferencian?
c) ¢Qué pasara con la grafica de y = 8x2?

. Para que una grafica sea “mas abierta” que la grafica de y = x?, un estudiante
contest6 que el valor del coeficiente de x? debe ser mayor que 20. ¢Es cierto lo que
dice este estudiante? ¢ Por qué? Si tu respuesta es no, menciona un posible valor del
coeficiente de x2 que cumpla con cierta condicion.

. ¢Qué pasa con las gréficas de y = 0.9x2, y = 0.8x%, y = 0.5x2? Graficalas en un
mismo plano.

a) ¢ Qué comportamiento observas entre las parabolas?

b) ¢ En qué se parecen las gréaficas y en qué se diferencian?

c) ¢ Qué pasara con la grafica de y = 0.1x2?

. ¢ Qué pasara con las gréaficas anteriores si los coeficientes tienen signo negativo?
Esto es, qué pasa con las graficasde y = —x%, y=-2x%, y=-3x%, y=-5x2,
y =-09x2, y=-0.8x% y=—-0.5x2

. Con la finalidad de ver si el alumno realmente relacioné la concavidad de la parabola
con el signo que presenta el coeficiente a, esto es, si a es positivo, entonces la
pardbola es concava hacia arriba, y si a es negativo es concava hacia abajo; y por
otra parte, si el valor de |a| > 1, entonces la parabola se cierra, y si0 < |a| <1 la
parabola se abre mas, con respecto a y = x2, se puede hacer la siguiente pregunta,
¢coémo se comportan las graficas cuando a toma diferentes valores en y = ax??

Por otra parte, concibe cuéles son las coordenadas del vértice de una parabola de la
forma y = ax? :

6. Completa la siguiente tabla.

y=x% |y=4x* |y=03x*> |y=-5x2 |y=-0.8x> y = ax

Vértice (0,0)

Eje de simetria x=0

Observemos ahora qué le pasa a la grafica de la funcibn y = ax al agregarle una
constante. Si se suma 1, 2 6 5 a la funciéon y = x? se obtiene una nueva funcién, cémo
cambia su grafica con respecto a la grafica de y = ax.
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Caso 2: y = ax® + k.

1. Dada la grafica de la funcion y = x?, qué sucede si se le suma 1 a x?, esto es,
y = x? + 1, ¢la gréfica de la nueva funcién sufre algiin cambio? ¢ Cémo?

2. ¢,Qué pasacon y=x?+2, y=x?+5?Trazalas en un mismo plano.

a) ¢ Qué comportamiento observas entre las parabolas?
b) ¢ En qué se parecen las graficas y en qué se diferencian?

3. ¢Qué pasara con la grafica de y =2x% al sumarle 1 6 2 unidades, esto es,
y=2x*+1, y=2x?+2?

4. Un estudiante dice que las gréaficas de y = —x2+1, y y = —x? + 2 se desplazan
hacia abajo 1 y 2 unidades, respectivamente, porque x? tiene signo negativo, ¢es
cierto o falso? ¢ Por qué?

5. ¢ Qué pasa si en lugar de sumar una constante a las funciones anteriores se le resta?

6. A manera de sintetizar, ¢cOmo se comportan las graficas cuando se suma o resta k
unidades a ax?, esto es, y = ax? + k?

Asi, se espera que el estudiante observe el comportamiento que genera el parametro k
en y = ax? + k, pues si k es positivo, la grafica de y = ax? se desplaza verticalmente k
unidades hacia arriba. Si k es negativo, la grafica se desplaza verticalmente |k|
unidades hacia abajo.

Por otra parte, concibe cuales son las coordenadas del vértice de una parabola de la
forma y = ax? +k :
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7. Completa la siguiente tabla.

y=x% |y=x2+2 |y=x2-7 | y=—x*—-1 | y=-3x*+4 | y=ax?+k
Vértice (0,0)

Eje de simetria x=0

Ahora, veamos qué sucede si se le suma o sustrae cierta cantidad a x.

Caso 3: y = a(x — h)2.

1. Si se tiene la gréfica de y = x2, ¢como cambia la gréafica si le sumas 1 a x, esto es,
y=(x+1)??

2. ¢Qué pasacon y = (x +2)%, y = (x+5)%? Trazalas en un mismo plano.
3. Si ahora tienes la gréfica de y = 3x2, y a ésta le sumas 1 a x, y = 3(x + 1)2, un
estudiante dice que la grafica de la nueva funcion se desplaza hacia arriba por que

se esta sumando 1 ¢ es cierto lo que dice este estudiante?

4. Otro estudiante dice, si se suma 1l a x eny = —x?, esto es, y = —(x + 1)?, la nueva
gréfica se desplaza hacia abajo por el signo menos ¢ es cierto esto?

5. ¢Qué sucede si en lugar de sumar se le resta cierta cantidad a las funciones
anteriores? Estoes, y = (x —1)?, y=(x-3)?, y=2(x-5)?% y=3(x—-4)>%.

6. Explica el efecto que genera h en y = a(x — h)2.
De esta manera, se espera que el estudiante determine el efecto que genera el

parametro h en y = a(x — h)?, esto es, si h es un nimero real positivo, la grafica de
y = a(x — h)? se desplaza horizontalmente h unidades hacia la derecha respecto de la
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grafica de y = ax?; si h es un nimero real negativo, la grafica de y = ax? se desplaza
horizontalmente |h| unidades hacia la izquierda.

Por otra parte, concibe cuéles son las coordenadas del vértice de una parabola de la
forma y = (x — h)?:

7. Completa la siguiente tabla.

y=x* | y=(x-2)7° | y=x+1D? | y=-(x-6)* | y=4(x+3)* | y=akx—-h)?
Vértice (0,0)
Eje de x=0
simetria

Caso4: y=a(x—h)?+k.

1. Con base en la grafica de y = x?, realiza el bosquejo de las siguientes funciones

aplicando solo
b) y=—-(x+3)*—-1

los desplazamientos correspondientes.

c) y=3(x—-2)>—-4

a) y=5x-1)2+2

d) y=—%(x+1)2+3

Solucion:
a)
\ g / 6
\ oo Ny
: T\
3 3
““““““““““ d 9 fu — 2
: 0
-4 -3 -2 11012_34> -4 -3 -17101234
2 -2
-3 i -3
y = x%: gréfica de y = 5x2: el 5 genera y=5x—-1% el -1 y=5x—-1%+2: el
base o referencia. gue la parabola se hace que la parabola 2 provoca que la
cierre un poco. se mueva una unidad parabola se mueva
a la derecha. dos unidades hacia

De manera similar, resuelve el resto de los incisos.

2. Completa las siguientes tablas.

arriba.

y=5(x—1)2+2

y=—(x+3)?*-1 y=3(x—-2)*-4

1
yz—z(x+1)2+3

Vértice 1,2)
Eje de x=1
simetria
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y=ax? | y=ax*+k | y=akx—-h)? | y=akx—-h)?+k

Vértice

Eje de simetria

Ademas de dotar de significado a cada uno de los parametros, también concibe la
forma de determinar las coordenadas del vértice de una pardbola, aspecto muy
importante cuando se trata de encontrar el maximo o minimo de una funcién cuadratica,
y por otro lado, el eje de simetria que facilita el trazo de la grafica por dividirla en dos
partes homodlogas.

Hacer el trazo de todas las funciones en los casos mencionados resulta tedioso y cansado
para el estudiante, por ello, se recomienda trabajar en equipo para distribuir el trabajo. Por
otra parte, en caso de contar con la herramienta tecnoldgica, se puede hacer este analisis con
los programas Geogebra o Winplot donde, incluso,se puede dar animacion a cada parametro
y asi observar el comportamiento que se genera en cada caso.

Actividad 2. Hallar la expresion algebraica de la funcién correspondiente al
desplazamiento de la gréafica y = x2, segln se indica en cada caso:

a) 4 unidades a la izquierda; 2 hacia abajo; abre en un factor de %; y es cOncava hacia

arriba.
b) lunidad a la derecha; 3 hacia arriba; se cierra en un factor de 6; y es concava hacia
abajo.

Actividad 3. ¢ Cuanto vale a, h y k en las siguientes funciones?
a) y=—(x+1)2 b) y = —7x? c)y=2x*-3 dy=5

Actividad 4. ¢ Coémo describirias la gréafica de la funcion y = —3(x + 5)? — 4?

Actividad 5. Determinar la expresion de la funcién que represente a cada una de las
siguientes graficas:
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Solucion:

a)

De acuerdo al andlisis anterior, en la forma estandar y = a(x — h)? + k el vértice tiene
coordenadas V(h,k). Entonces, al sustituir las coordenadas del vértice de esta
pardbola, se tiene, y = a(x — 1)? + 3.

Para encontrar el valor de a basta con sustituir las coordenadas de un punto que
pertenezca a la pardbola excepto el propio vértice. Por ejemplo, si se elige el punto
(0,1), setiene: 1=a(0—-1)?+ 3, donde a = —2.

Por lo tanto, la funciéon que representa a esta graficaes y = —2(x — 1) + 3.

De manera similar, resuelve el resto de los incisos.

Actividad 6. Hallar la expresion de la funcion cuadratica que cumpla los requisitos
pedidos en cada caso.
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a) Su grafica interseca al eje y en (0,3) y su vértice es V' (1, 2).
b) Su gréfica pasa por el punto (1,—1) y su punto maximo es (—2,5).
c) Una de las raices es x = —6 y el vértice es el punto V(—%, —4).

Actividad 7. Sin graficar, determinar la concavidad; el valor maximo o minimo; el
vértice y su eje de simetria de las siguientes funciones:

a)y = —2(x +3)? b) y == (x—1)? +4 ¢)y = 7x

d)y=—13—0x2—9 e)y=-2x>+12x—8 f) vy =6x%+ 14x

Actividad 8.

a) Escribe la expresién de una funcion cuadratica que tenga una raiz doble y traza su
gréfica.

b) Escribe la expresion de una funcidon cuadratica que tenga dos raices diferentes y
traza su grafica.

c) Escribe la expresién de una funcion cuadratica que no tenga raices reales y traza su
grafica.

1.4.1 Expresar una funcién cuadratica escrita en la forma general y = ax* + bx + ¢
alaforma estandar y = a(x — h)? + k.

¢Como graficar la funcion y = —2x% + 12x — 8 aplicando s6lo desplazamientos o
transformaciones?

Ciertamente, la grafica de esta funcién es concava hacia abajo y se cierra un poco dado
que el coeficiente de x? tiene signo negativo y es mayor que 1. Pero, ¢cuél es su
vértice? ¢ Cuanto se desplaza horizontalmente o verticalmente?

Para saberlo, necesitamos convertir esta funcion escrita en su forma general a su forma
estdndar: y =ax*+bx+c -y =a(x—h)?+k. Para ello, utilizamos el método de
Completar un Trinomio Cuadrado Perfecto (TCP).

31



Unidad 1: Funciones cuadraticas.

EJEMPLO 1. Convertir la funcion y =x?>+4x—5 a la forma estandar y traza su
gréfica.

Solucioén: s
y=(x*+4x)—5  Agrupamos las x.
y=(x*+4x+ (2)?) —5—(2)> Completar el TCP para x.

y=(x+2)>—9 Factorizar el TCP y realizar la suma —8 + 2(—3)2.

EJEMPLO 2. Convertir la funcion y = —2x% + 12x — 8 a la forma estandar y traza su
gréfica.

Solucion:

y=—-2x>+12x—8

y =—2(x*—6x)—8  Factorizar —2.

y=—-2(x?—-6x+ (—3)%) —8+2(—3)®> Completar el TCP para x.
y =—2(x—3)2+ 10 Factorizar el TCP y realizar la suma —8 + 2(—3)?.

Actividad 9. Determinar la concavidad; el vértice; los valores extremos y traza las
graficas de las siguientes funciones aplicando los desplazamientos correspondientes.

a) y=3x%2—12x + 16 b) y = 7x? + 14x C) y = —3x2% — 24x — 43
d)y=—-4x2+2x+1 e)y =3x—5+ 2x?

A modo de cerrar esta unidad, se sugiere trabajar el juego de memorama que se encuentra
disponible en el apartado de anexos.
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Ejercicios 1.4

1) Indicar cudl fue el desplazamiento aplicado a la funcion y = x? para obtener cada
una de las siguientes expresiones:
a) y=x%-5 b) y = —-2(x + 3)? c) y=02(x—1%+4

2) Hacer un bosquejo de la grafica de las siguientes funciones aplicando sélo los
desplazamientos correspondientes:

a)y = —6(x+8)%—3 b)y = (x—5)2+2 Qy=-(x—4)2-1
d) y =9x2 +% e) y = —0.25(x + 3)? f) y = 12x?

3) Asociar una de las funciones cuadréticas con su grafica correspondiente.

i) ii)

ll 0 T T W W )\
a)y=2(x+3)*+1 +32-1\01 7345 -5 -4 -3 |2 51(1) A1 23 4
b) y = 2(x +1)* -3 N / NN
)y =2(x-3)°+1 A i S
d)y=2(x—1)2+3 M i / L0
e)y=2(x+3)" -1 prepy o e -5
fly=2(x—-3)2—-1
9y=2(x—-12-3 i iv

h)y=—2(x—3)2+1
) y=-2(x+1)?%?+3
Dy=-2(x—1)?%?+3
K)y=—-2(x+3)2-1

I
e
—

I
—

o= N W b~ 0 O =~

-
HEN|

-2 -1 101 2 3 4 6 6 7

4) Determinar las raices; la interseccion con el eje y; la concavidad; el vértice; el punto
mAaximo o0 minimo; y su eje de simetria de las siguientes graficas.
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N W= ==
N
w
E=Y

— b)

5) Determinar la expresion de la funciébn que representa a cada una de las siguientes
parébolas:
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6) Trazar las graficas de las funciones cuadraticas, que cumplan con las siguientes
condiciones, y determina su expresion algebraica.

Grafica 1: Grafica 2:

a) Es concava hacia abajo. a) Es concava hacia arriba.

b) Eje de simetria: x = 4 b) Ecuacion del eje de simetria: x =0
c) Pasa por el punto: (—1,—-2) c) Pasa por el punto: (2,9)

d) Punto maximo: (4,5) d) Punto minimo: (0,—7)

., L. . £ e 1
7) Hallar la funcion cuadratica en su forma general, si su vértice es V(_E' 6) y pasa

por el punto (5, 1).

8) Determinar la concavidad; el vértice; el punto maximo o minimo; su eje de simetria y
bosqueja la grafica de las siguientes funciones:

a) y=—-x2-9 b) y = 5x2% — 3x C) y=—4x?+24x—8
d) y=2x2+6x+5 e) y=3x2—-7x—1 f) y=—6x2—48x+9

9) ¢ Cual es el vértice de la funcién cuadratica y = ax? + bx + c?
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1.5 CONCAVIDAD, MAXIMO O MINIMO.

Dado que hay aprendizajes que se repiten, como se mencioné en el apartado 1.2, se
sugiere intercalar aquellos temas que muestran cierta relacion. En este apartado,
conceptos como concavidad, punto maximo y minimo se han ido manejando desde el
apartado 1.2 ya que se relacionan directamente con otros, y al integrarlos permite al
alumno tener un lenguaje mas amplio, y su tratamiento en diversas situaciones, desde
ese momento, ayuda a una mejor conceptualizacion.

En este sentido, en este apartado no se hard mayor énfasis en la definicion de estos
conceptos, pero si se sugiere aplicar algunas actividades que refuercen cémo calcular
el punto extremo (méaximo o minimo) de una funcion, que se vuelve fundamental para el
siguiente tema.

Actividad 1.

a) Mostrar una grafica que sea concava hacia arriba y otra que sea coOncava hacia
abajo.

b) ¢ Qué es lo que genera su concavidad?

c) Indicar la concavidad de las siguientes funciones:

) y=—(x+7)?+2 i) y = —x? iii) y = —0.2(x — 5)2
iv) y =—8x%—4 V) y = (x +3)? vi) y = 10x2 +3x — 1
d) ¢ Estas funciones tienen punto maximo o minimo? ¢ Cual es?
e) ¢, Cual es el valor maximo/minimo de cada funcién, y cuando se obtiene este?

Actividad 2.
a) ¢ Las siguientes graficas presentan algin punto minimo o maximo? ¢ Cuales son sus
coordenadas?

b) En las graficas de a), ¢,cudl es el valor maximo/minimo, y cuando se obtiene este?
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Actividad 3. Bosqueja las gréaficas de las funciones cuadraticas que cumplen con las
siguientes condiciones, y determina su expresion algebraica.

Grafica 1: Su punto maximo es (—3,7); interseca al eje y en 6.
Gréfica 2: Su punto minimo es (2, —5); una de sus raices es x = 4.

Actividad 4. Dadas las siguientes funciones, determinar las raices; la interseccién en el
eje y; el vértice; la concavidad; el valor maximo o minimo y cuando se obtiene este; su
eje de simetria y bosqueja la grafica de cada una.

a)y=—(x+5)?2-7 b)y =8(x—-3)2+11 c)y =—0.1(x — 2)?
d)y=-3x2+4 e) y = 2x? f)y=6x%+4x—7

1.6 PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS. RESOLUCION ALGEBRAICA.

A manera de concluir esta unidad, se sugiere trabajar diversos problemas que se
puedan resolver por medio de las propiedades de las funciones cuadraticas. Esta parte,
en lo particular, se nos hace muy interesante, pues el alumno descubre un pequefio
campo donde aplicar el conocimiento construido hasta el momento y le da significado.

Por ejemplo, con las funciones cuadraticas se pueden resolver situaciones como:
evaluar para algun valor de la variable independiente; resolver para algun valor de la
variable dependiente. Asi como para determinar el maximo o minimo, por ejemplo,
¢ Qué altura tiene el objeto después de 5 segundos? ¢Cudl es la temperatura minima
gue alcanza la taza de café? ¢Después de cuantos segundos alcanza la taza de café
su temperatura minima?

En este sentido, se sugieren los siguientes problemas:
Problema 1. Si un cafion se dispara a una altura de 9.8 metros desde el suelo, a cierto

angulo, la altura h de la bala con respecto al suelo, en el instante t, donde t es el
tiempo en segundos, se determina por medio de la funcién: (t) = —4.9t? + 24.5t + 9.8.
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§ ek 5,
2 -
a) Determina la altura maxima que alcanza la bala del cafion.

b) Determina el tiempo que transcurre para que la bala obtenga su altura maxima.
c) Determina el tiempo que transcurre para que la bala choque contra el suelo.

Solucién:
Como se trata de encontrar el valor maximo, escribimos la funciéon y = h(t) = —4.9t +
24.5t + 9.8 a su forma estandar, esto es, y = —4.9(t — 2.5)? + 40.425 . Y su gréfica es:

—1012345\678

A partir de la forma estandar se deduce que el punto maximo es (2.5,40.425), por lo
que:

a) La altura maxima que alcanza la bala es 40.425 m.

b) La cual se obtiene cuando han transcurrido 2.5 s.

c) Para determinar el tiempo que tarda en chocar contra el suelo, graficamente sera la
interseccion con el eje x, es decir, las raices. En este sentido, las raices son:
x; = —0.37, x, = 5.37, de las cuales la respuesta correcta es 5.37 s.

Problema 2. Un jugador de futbol se encuentra a 8 metros de la porteria. El portero
estd a 4 metros y puede cubrir saltando hasta 2.5 metros de altura. El jugador puede
escoger para hacer el lanzamiento entre dos trayectorias, las correspondientes a las
funciones y = 0.4x — 0.05x? y y = 1.6x — 0.2x2. { Cudl es mejor? ¢Por qué?

Solucién: y = 1.6x — 0.2x2.
Max. (4,3.2).
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Problema 3. Algunos animales al saltar siguen trayectorias parabdlicas. La siguiente
figura muestra el salto de una rana superpuesta a un sistema coordenado rectangular.
La longitud del salto es de 9 unidades y la altura méxima es de 3 unidades. Hallar una
funcion cuadrética que especifique la trayectoria de la rana.

Solucion: y = —=(x—2)?+3

Problema 4. La efectividad de un comercial de television depende de cuantas veces lo
vea una persona. Después de algunos experimentos una agencia de publicidad
encuentra que si la efectividad E se mide en una escala de 0 a 10, entonces, la funcion

.. 2 1 ,
gue representa la efectividad es: E(n) = Sn— %nz donde n es el numero de veces que

una persona ve un determinado comercial. Para que un comercial tenga efectividad
maxima, ¢cuantas veces lo tiene que ver una persona?

Solucién: 30 veces.

Problema 5. Separar al numero 18 en dos partes, tal que el producto de las partes sea
maximo.
Solucién: 18 =9+09.

Problema 6. Un veterinario cuenta con 30 metros de tela de alambre y quiere construir
cinco jaulas para perros, construyendo primero una cerca alrededor de una regién
rectangular y luego dividiendo la region en 5 rectangulos iguales mediante cuatro
cercas paralelas a uno de los lados. ¢Cuéales son las dimensiones de la region
rectangular con las que el area total es maxima?

Solucién: altura (x) = 2.5;
largo (y) = 7.5
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Problema 7. Se ha comprobado que cuando una pistola de sefiales es disparada
verticalmente la altura del destello sobre la superficie es igual a h = 51t — 0.85t2, en
donde t es el niumero de segundos que habran transcurrido después del disparo. Si la
pistola es disparada verticalmente, el destello puede verse desde un puesto de
observacion solamente cuando su altura es de 85 metros o mas.

a) ¢ A los cuantos segundos alcanza el destello su altura maxima?
b) ¢ Cual sera la altura maxima que alcanza?
c) ¢,Cuanto tiempo sera visible el destello desde el puesto de observacion?

Solucién: a)30s; b)765m; c)56.6s Aprox.

Problema 8. Si se lanza una piedra verticalmente hacia arriba, ésta sube hasta un
cierto punto y luego empieza a caer. La relacion que existe entre el tiempo t (en
segundos) que la piedra lleva en el aire cuando se encuentra a una altura y (en metros)
esta dada por la férmula y = —5t2? + 20t + 10. ¢Cuando alcanzara el punto mas alto?

¢A qué altura esta ese punto?
Solucién: Alos 2 s tendra una altura de 30 m
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Ejercicios 1.6

1) Determinar la expresion algebraica que representa la trayectoria del salto parabdlico
de un atleta que alcanza una altura maxima de 2 m y una longitud de 3.40 m.

2) La suma de dos numeros es 24. Encontrar dichos nimeros con la condicion de que
su producto sea maximo.

3) Encontrar dos niumeros cuya suma es 56 y la suma de sus cuadrados es minima.

4) El perimetro de un rectdngulo mide 8 m. Expresar el area del rectangulo en funcién
del lado x de la base, y encuentra el valor de la base con el cual el area se hace
maxima.

5) Si lanzamos una piedra al aire, un experimento sefiala que la trayectoria de la piedra
esta dada por la funcién y = —5t? + 50¢, siendo t el tiempo en segundos, y y la altura
en metros.

a) Calcular el segundo en gue alcanza la maxima altura y cuél es la maxima altura.

b) ¢ En qué segundo cae a tierra?

c) Representa graficamente la funcion.

6) En un tunel de forma parabdlica, dada por la funcion y=—%x2+§x, se pide

calcular:

a) La altura que alcanza a 2 m del pie del arco.
b) La altura méaxima.

c) El ancho de la base del tinel.

7) Con 875 metros de rollo de alambrada debe cercarse un

terreno rectangular por tres de sus lados, ya que el cuarto lado %
estara limitado por el cause de un rio. ¢ De qué medidas debera

hacerse para que su superficie sea la maxima abarcada?

_|
!
|

8) Con un rollo de 270 metros de alambrada se deben construir
dos corrales adyacentes idénticos, como se muestra en la
figura. Calcular las dimensiones que debe tener el cercado
para que el area abarcada sea maxima.

o
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Identificacién de puntos problematicos y propuestas de solucién.

PUNTOS PROBLEMATICOS

PROPUESTA DE SOLUCION

1.1
SITUACIONES QUE
INVOLUCRAN CAMBIO
Y QUE DAN ORIGEN A
FUNCIONES
CUADRATICAS.

A los estudiantes se les
dificulta mucho establecer
un modelo algebraico que
generalice cierta situacion.

Se puede iniciar con ejemplos sencillos que den
lugar a funciones cuadraticas e ir subiendo el
nivel poco a poco.

Se sugiere darles el tiempo suficiente y que
escriban todas sus aproximaciones
individualmente. Después, mediante una lluvia
de ideas, escribirlo en el pizarron. Esto permitira
observar diferentes formas algebraicas que se
pueden descartar o relacionarse entre si hasta
llegar a la respuesta correcta.

Dependiendo de la situacién, se puede orientar
al alumno a través de preguntas que le permitan
reflexionar al respecto.

1.2
COMPARACION DE LA
FUNCION
CUADRATICA CON LA
FUNCION LINEAL.

Al contrastar  ciertas
caracteristicas entre
ambas funciones no surge
mayor problema. Sin
embargo, cuando se trata
de trazar la grafica de una
funcion cuadrética
algunos estudiantes si
presentan dificultades.

Presentan dificultades en
la comprension del
concepto de funcion.

Ante esta situacion, se sugiere ejercitarse en
cuanto a las operaciones basicas, y la
aplicacion de la ley de los signos. Se sugiere
proporcionar ejercicios extra clase y apoyar en
lo que sea necesario.

Hacer ver la relacién entre 2 variables, se puede
usar los diagramas de Venn, aprovechar las
tabulaciones, y mostrar otras relaciones que no
sean funcién. Ejemplificar la relacién cada
alumno con su silla, etc.

13
INTERSECCIONES DE
LA GRAFICA DE UNA
FUNCION
CUADRATICA CON EL
EJE X.

Cuando se trata de trazar
la grafica asociada a una
ecuacion, algunos
estudiantes no recuerdan
como hacerlo, pues sélo
observan una ecuacion
con una variable.

Por otra parte, presentan
dificultades para transitar
de la representacion

Ante esta situacion, hay que reafirmar que
siempre se debe hallar la funcién asociada de la
ecuacion, donde basta con sustituir a la y por el
cero. Asi, en el caso de la ecuacion cuadratica
setiene: ax?+bx+c=0 - y=ax?+bx+c

Hay que ejercitar esta parte en clase,
proporcionando tiempo suficiente para que el
alumno observe e intente a prueba y error,
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tabular al algebraico ya
gue algunos no pueden
determinar la  funcién
cuadratica a partir de la
tabla.

Y algunos otros, siguen

presentando dificultades
para trazar la gréfica.
Porque tienen problemas
en sus calculos
aritméticos.

Por otra parte, se

equivocan al resolver una
ecuacion cuadrdatica.

como se relacionan
respecto a los de x.
Hay que iniciar con ejercicios sencillos y subir el
nivel poco a poco.

los valores de y con

Seguir ejercitandose en cuanto a las
operaciones basicas y leyes de los signos. Asi
como acudir a Asesorias que brinda el plantel.

Ejercicios extras de resolucién de ecuaciones
cuadraticas.

1.4
ESTUDIO GRAFICO Y
ANALITICO DE LA
FUNCION:
y=ax*+bx+c

Los estudiantes suelen
confundir el significado de
alguno de los parametros

en y=a(x—h)?+
k.

Algunos presentan
dificultades para
determinar la expresion

algebraica de una
pardbola dada. Donde, al
momento de sustituir en la
forma estandar,
confunden el orden de las
coordenadas del vértice,
asi como sus signos
correspondientes.

Asimismo, cometen
errores al momento de
despejar el parametro a.

Por otra parte, una de las
dificultades muy frecuente
es el escribir la funcién
cuadratica dada en su
forma general a su forma
estandar.

Ante esta situacién, se sugiere invitarlo a que
revise nuevamente y se de cuenta por si mismo
de su error. Situacion que disminuye la
probabilidad de equivocarse en ejercicios
posteriores, que si uno mismo se los indica.

Recordar que el vértice tiene coordenadas (h,
k); y que el signo de h se sustituye con signo
contrario. Ademdas, mencionar que hay que
tener cuidado con las operaciones bésicas y la
ley de los signos.

Se sugiere dejar ejercicios extras con despejes
similares pero sencillos.

Repasar el método de completar un trinomio
cuadrado perfecto, y factorizacion de
expresiones sencillas.

Enviarlos a las asesorias en el PIA o prepararles
un formato con los pasos a seguir para hacerlo.
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15
CONCAVIDAD,
MAXIMO O MiNIMO.

En este tema no hay
mayor dificultad, siempre
y cuando se hayan ido
trabajando estos
conceptos desde la
unidad 1.2

1.6
PROBLEMAS DE

MAXIMOS Y MINIMOS.

RESOLUCION
ALGEBRAICA.

Dificultades en cuanto a
establecer la expresion
que represente la
situacion del problema.

Por otra parte, algunos
siguen presentando
dificultades en convertir la
expresion general a la
estandar.

Resolver en clase los problemas de forma
individual, en equipo, y por ultimo, grupal. Lo
cual permite que el alumno reorganice su forma
de pensamiento, y su estrategia de solucion.
Como profesor, estar siempre atento a las
respuestas e iniciar una reflexion al respecto.
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