Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Unidad 3.

Congruenciay Semejanza.

PROPOSITO

& llustrar el papel de la demostracion en los resultados de la geometria e iniciar al
alumno en el método deductivo. Trabajar la congruencia y semejanza de triangulos, asi
como el teorema de Pitagoras.

CONTENIDO
3.1 Congruencia.
3.1.1 Congruencia de complementos y suplementos de angulos congruentes.
3.1.2 Congruencia de angulos opuestos por el vértice. Justificacion.
3.1.3 Construccion de la recta paralela a otra por un punto dado.
3.1.4 Angulos internos y el angulo externo de un triangulo.
3.2 Congruencia de tridngulos: criterios de congruencia de tridngulos.
3.2.1 Justificacidén de las construcciones de: a) Bisectriz de un angulo, b) Mediatriz
de un segmento, c) Perpendicular a una recta.
3.2.2 Teorema del tridngulo isésceles y su reciproco. Justificacion.
3.3 Semejanza y Teorema de Pitagoras.
3.3.1 Divisién de un segmento en n partes iguales. Construcciones.
3.3.2 Criterios de semejanza de triangulos.
3.3.3 Teorema de Thales y su reciproco.
3.3.4 Teorema de la altura de un triangulo rectangulo. Justificacion.
3.3.5 Teorema de Pitagoras y su reciproco. Justificacion.

Identificacion de puntos problematicos y propuestas de solucion.
Bibliografia.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

PRESENTACION

Una forma de adquisicidn del conocimiento mateméatico es en forma reflexiva, mediante
la I6gica, desarrollando un conocimiento analitico y reflexivo: Razonamiento deductivo.

La primera obra conocida de naturaleza deductiva son los Elementos de Euclides, el
objeto de la deduccidn es la demostracion, que es la base de la ciencia.

Las ciencias exactas no experimentales como la Matematica, la Légica simbdlica y la
Geometria, utilizan el método deductivo, pues parten de premisas que no surgen de la
experiencia sensible (son postulados o axiomas) para obtener conocimientos nuevos.

Muchos campos de estudio se basan en el razonamiento deductivo, por lo que es
importante que nuestros alumnos aprendan a desarrollar este método de pensamiento
como complemento en la adquisicién del conocimiento matematico. Como el proceso
deductivo no es facil de lograr, se requiere una madures en los conceptos
matematicos, hacer uso de la visualizacién y de un razonamiento logico-deductivo,
este es uno de los retos en su ensefanza al cual dedicaremos nuestros esfuerzos.
El razonamiento deductivo, también llamado demostracién o prueba, es el razonar a
partir de hechos demostrados, utilizando pasos l6gicamente validos para llegar a una
conclusién®. Los matematicos a menudo utilizan la demostracién para verificar que una
conjetura es verdadera para todos los casos, no sélo para aquellos examinados, o para
convencer a otros. Las demostraciones a menudo ayudan a responder a la pregunta:
épor qué? El uso de la demostracion para explicar el por qué, es una extension natural
para los estudiantes en este momento del curso de Matematicas Il y les ayudara a
profundizar su comprension.

Esta unidad resalta este propoésito iluminador de la demostracién o prueba, pretende
gue el alumno se inicie en el proceso de la deduccién, identificando propiedades y
relaciones que puede enunciar en proposiciones generales, que construya y
proporcione argumentos que validen dichas proposiciones, y finalmente, que
establezca relaciones l6gicas entre ellas, aun sin llegar necesariamente a un rigor
axiomético propio de estudios mas avanzados.

Al igual que en las unidades anteriores, este material intenta apoyar el trabajo de
profesores y de alumnos, y como tal, ofrece un conjunto de sugerencias de estrategias
didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje y materiales de apoyo. El desarrollo
de cada subtema se basa en la totalidad de aprendizajes estipulados en el Plan de
Estudios de Matematicas Il U-3 del Colegio de Ciencias y Humanidades.

Conceptos clave: Justificacion, paralelismo, congruencia, semejanza y Teorema de
Pitagoras.

! 2008, Kendall Hunt Publishing
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

3.1 CONGRUENCIA.

En la geometria euclidiana, la congruencia es fundamental, es lo equivalente a igualdad
matematica en aritmética y algebra. La igualdad se da entre unidades de medida o
cantidades u objetos mateméaticos que posean el mismo valor, pero en Geometria no
podemos afirmar que un angulo, un tridngulo o un poligono en general son iguales, ya
gue al ser objetos geométricos ocupan diferentes espacios en el plano, tendran iguales
las medidas de lados o de angulos, pero como figuras planas son diferentes.

Dos figuras son congruentes si tienen la misma forma y el mismo tamafio, aunque su
posicién u orientacidén sean distintas. Las partes coincidentes de las figuras congruentes
se llaman homologas o correspondientes.

3.1.1 Congruencia de complementos y suplementos de angulos congruentes.

Se denomina angulos congruentes a aquellos angulos que tienen la misma medida
(radianes o grados), o dicho de otra forma, son aquellos que al sobreponerlos coinciden
(es decir, si mediante un giro y/o traslacion se pueden hacer coincidir el uno con el
otro.) También se puede decir que son dos angulos iguales, pero se trata de una
igualdad en medida.

Por otra parte, se sugiere recordar los conceptos de angulos complementarios y
suplementarios con algunos ejercicios, para después mostrar lo siguiente.

Actividad 1: Trazar dos angulos congruentes y llamarlos Z/BAC = a y ZB'A’C’ = .

Contestar lo que se pide.

a) Si el ZBAC mide a°, su complemento medira
b) Si «/B’A’C’ mide °, su complemento medira
¢) Como a° = 3° por construccion, entonces se cumple que 90°— a° = 90°- 3°

d) Entonces se puede afirmar que el complemento del Z/BAC y el complemento del
/B'A’C’ son
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

De esta forma, el alumno puede justificar o0 mostrar que “Los complementos de dos
angulos congruentes son congruentes”.

De forma similar se puede mostrar que “Los suplementos de dos angulos congruentes
son congruentes”.

Actividad 2: Trazar dos angulos congruentes y llamarlos ZQPR =38 y ZQ'P'R’ = ¢.
Q R
Q' )

P R Pl
Contestar lo que se pide.
a) Si el ZQPR mide &°, su suplemento medira
b) Si ZQ'P’'R’ mide ¢°, su suplemento medira .
¢) Como &° = ¢° por construccidn, entonces se cumple que 180°- &° = 180°— ¢°

d) Entonces se puede afirmar que el suplemento del ZQPR vy el suplemento del ZQ'P'R
son

Es decir “Los suplementos de dos angulos congruentes son congruentes”.

3.1.2 Congruencia de angulos opuestos por el vértice. Justificacion.

Actividad: Trazar dos segmentos de recta que se corten y asignarle las siguientes

letras.
(08

Contestar lo que se pide.
1) ¢Como se les llaman a los angulos a y B?

2) ¢ Cuanto mide la suma de o con vy, es decir, o + v =
3) ¢ Cuanto mide la suma de y con B, es decir, y + = :
4) Entonces como 180° = 180°, se debe de cumplir que: + = +

5) Restando y en ambos lados se tiene: = :
De la misma forma se puede mostrar que 3 y y miden lo mismo.

Conclusion:
Los angulos opuestos por el vértice son iguales.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

EJEMPLOS.

154°
1) En la siguiente figura encuentra el valor de B, v, y o. M
Solucion: B

Paso 1. B = 154° por ser opuestos por el vértice.
Paso 2. Como d + 154° = 180°, entonces 6 = 26°.
Paso 3. & =y por ser opuestos por el vértice, entonces y = 26°.

2) En la siguiente figura encuentra el valor de o, 3, y . 5 21°

Solucién: p
Paso 1. & =21° por ser opuestos por el véertice.

Paso 2. Como 3 + 21° = 180°, entonces 3 = 159°.

Paso 3. B = a por ser opuestos por el vértice, entonces o = 159°.

3.1.3 Construccidén de larecta paralela a otra por un punto dado.
La construccion ya se hizo en la unidad 2, pagina 57.
Es bueno recordarla:
|
/% En tu cuaderno traza una recta cualquiera y marca un punto P fuera de ella. Con

regla y compas trazar una recta paralela a la recta que pase por el punto P. Escribe los
pasos para trazarla.

SUGERENCIA: Puedes colocar tu mismo el punto P en la hoja de cada uno de los alumnos
con lo cual se obtienen diferentes trazos y que el alumno toma cierta responsabilidad en
resolverlo.

Rectas paralelas son aquellas rectas en el mismo plano que por mas que se
prolonguen en ambas direcciones, nunca se cortan.

Solucién (una forma de hacerlo):
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

1°.  Utilizando el |2° Se traza la|3° Se traza una
compas, con centro | mediatriz del | perpendicular a la
Una recta y un L
en P se traza un arco | segmento AB | mediatriz y que pase por
guntﬁ P fuera de circunferencia que | siguiendo los | P.
€ ella. corte a la recta en | pasos de la | La linea recta que pasa
dos puntos Ay B. actividad 3. por Py Q, sera paralela a

la recta dada y pasa por P.

a) Postulado de las rectas paralelas.

Con este nombre se le conoce al quinto postulado de Euclides, es una proposicion
geométrica indemostrable que afirma:

Si unarecta al incidir sobre dos rectas hace los angulos interiores del mismo lado
menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se
encontraran en el lado en que estan los angulos menores que dos rectos.

El quinto postulado de Euclides fue bastante polémico porque no parecia una
proposicion evidente. Muchos matematicos lo consideraron un teorema e intentaron
infructuosamente demostrarlo a partir de los otros cuatro. Desde el punto de vista de la
historia de la matematica, el problema de la independencia del quinto postulado fue
importante puesto que su supresion y sustitucion por su negacion dio lugar a las
llamadas geometrias no Euclidianas.

Si la paralela por el punto exterior de una recta es Unica, se tiene la geometria
Euclidiana; si no es Unica, entonces aparece la geometria de Lovachesky; y si no pasa
ninguna, se origina la geometria Rimaniana. Las paralelas cortadas por transversales
permiten determinar las medidas de los angulos formados y las de los poligonos, al
aplicar la suma de los angulos interiores de un triangulo.

Hay un gran nimero de propiedades geométricas que son equivalencias del quinto
postulado, recordar que dos propiedades son equivalentes si una implica la otra.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Algunas de las equivalencias del postulado de las rectas paralelas son:

- La suma de los angulos de cualquier triangulo es igual a dos rectos.

- Por un punto exterior a una recta dada soélo cabe trazar una paralela.

- Las rectas paralelas son equidistantes.

- Las rectas no equidistantes convergen en una direccion y divergen en la opuesta.

- Sobre una recta finita siempre se puede construir un triAngulo semejante a un
triangulo dado.

- Existe un par de triAngulos no congruentes, pero semejantes.

- En todo cuadrilatero que contenga tres angulos rectos, el cuarto angulo también es
recto.

- Se puede construir un triangulo cuya area sea mayor que cualquier area dada.

- Dados tres puntos no alineados, siempre sera posible construir un circulo que pase
por todos ellos.

- No hay patron métrico absoluto de longitud.

b) Congruencia de angulos entre rectas paralelas cortadas por una secante.

La relacion de rectas paralelas cortadas por una transversal o secante es muy
importante en la Geometria ya que permite analizar una infinidad de problemas
practicos, asi como definir algunos conceptos de interés en cuanto a congruencia y la
igualdad entre angulos. Esta relacion es la siguiente.

» Los angulos ALTERNOS INTERNOS entre paralelas son congruentes o iguales (en

medida):

» y
Za=/Zb Zd=«c

» los angulos ALTERNOS EXTERNOS entre paralelas son congruentes o iguales (en

medida):
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

/Zc=zd a=/e

» Los angulos CORRESPONDIENTES entre paralelas son congruentes o iguales (en

medida):
- 7
¢ =2d zZa=/Le
Za=2/b Zc =2d

NOTA: Comentar que si las rectas no son paralelas no se cumple la igualdad de la medida de los

angulos.

Otra afirmacion importante de angulos entre paralelas se puede abordar de la siguiente
forma:

Actividad: Trazar dos segmentos paralelos cortados por una transversal y asignar los
siguientes nombres.

Contestar lo que se pide.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

1) ¢ Como son los angulos ¢’y d?
2) ¢ Porqué?
3) Zd + £b= .

4) En el paso 3 se sustituye el valor de Zdy se obtiene: _ + /b=
5) Se puede afirmar que los angulos ¢’y b suman:

Los angulos ¢’y b son llamados Angulos Conjugados entre paralelas. De forma similar
se puede mostrar que los siguientes pares de angulos también son Conjugados:

a
C
a g d’
b’

Conclusion:

Los angulos Conjugados entre paralelas suman 180° (son suplementarios).

EJEMPLOS.

1) Encuentra el valor de a, b y c. Si se sabe que las rectas | y m son paralelas.

| Solucion:
Paso 1. Za =43° por ser opuestos por el vértice.
43° a m Paso 2. /b = Za = 43° por ser alternos internos entre
b =S paralelas.
¢ Paso 3. Es claro que Zb + Zc = 180°.
Paso 4. Como £b =43°, entonces £c = 137°.
d
2) En la siguiente figura, encuentra el valor de d, e, g y h. e
Si se sabe que las rectas |, m y n son paralelas. -

Solucion:

Paso 1. Zh + 73°= 180° por ser suplementarios, entonces £h = 107°.

Paso 2. Zg = 73° por ser alternos internos entre paralelas.

Paso 3. Zg = Ze por ser correspondientes entre paralelas, entonces Ze = 73°.
Paso 4. Zd = Ze por ser opuestos por el vértice, entonces Zd = 73°.

NOTA: Propuesta de ejercicios similares al final de esta seccién 3.1
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.
3.1.4 Angulos internos y el angulo externo de A
un triangulo. \t

Todo tridngulo tiene 3 angulos interiores y 3
angulos exteriores, como se ve en la figura:

En el AABC, los angulos interiores son: a, B y 3, y los angulos exteriores son: o', 'y &,

Afirmacion 1) La suma de los tres angulos interiores en todo tridngulo es de 180°, es
decir, en el AABC se cumple o + 3 + & = 180°.

Afirmacion 2) La suma de los tres angulos exteriores en todo triangulo es de 360°, es
decir, en el AABC se cumple o' + ' + &' = 360°.

a) Suma de angulos interiores de un triangulo. Justificacion.

Afirmacion 1) La suma de los tres angulos interiores en todo triangulo es de 180°, es
decir, en el AABC se cumple o + 3 + 8 = 180°.

Justificacion:

Se traza una paralela al lado BC que pase por A. 24)
Usando los angulos ¢ y A se tiene:

Paso 1. Se observa que con vértice en A: ¢ + a + L = 180°
Paso 2. Como AD || BC por construccion, y tomando a AB
como transversal se cumple ¢ = 3 por ser alternos internos. g
Paso 3. Como AD || BC por construccion, y tomando a AC
como transversal se cumple A = 3 por ser alternos internos.
Paso 4. Sustituyendo estos dos ultimos resultados en ¢ + o + A = 180° se tiene:
o+ +06=180° que es lo que se queria mostrar.

Afirmacion 2) La suma de los tres angulos exteriores en todo triangulo es de 360°, es
decir, en el AABC se cumple o' + ' + &' = 360°.

Justificacion:
Paso 1. Con vértice en A, o' + o = 180°.

Paso 2. Con vértice en B, ' + 3 = 180°.
Paso 3. Con vértice en C, &' + & = 180°.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Paso 4. Sumando estas tres igualdades: o' + oo + ' + f + 6' + 6 = 180° + 180° + 180°
at+tB+d+a +p +8 =540°
Paso 5. Ademas, se sabe qué a + 3 + & = 180°, restandolo en ambos lados, se tiene:
o'+ B'+ 3 =360° que es lo que se queria mostrar.

EJEMPLOS.

1) En el AABC encontrar la medida de sus angulos interiores.
Solucion:
En el AABC se cumple: \B
X+1+2x+3x—7=180° /)
6x — 6 = 180° A
6x = 186°
x =186°/6 = 31°

Por lo tanto: ZA=x+1°=31°+1°=32°

/B =2x=2(31°) =62°

ZC=3x—7°=3(31°) — 7° = 93°-7° = 86°

Comprobacion: 32° + 62° + 86° = 180°

2) En el AABC encontrar la medida de sus angulos exteriores.

Solucion:
Paso 1. En el vértice A: a + a’ = 180° entonces a' = 180° — a
Paso 2. En el vértice B: 35° + b* = 180° entonces b‘ = 145°
Paso 3. Sumando los tres angulos exteriores se tiene:
a‘ + b' +2a-5°=360°
180°— a + 145° + 2a — 5° = 360°
Paso 4. Resolviendo la ecuacién: a + 320° = 360°

a=40°
Por lo tanto, la medida de los angulos exteriores son: a‘= 180° —a = 140°
b* = 145°
2a—5 = 2(40°) - 5°=75°

Comprobacion: 140° + 145° + 75° = 360°
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

b) Relacidn entre el &ngulo externo y el angulo interno. Justificacion.

En todo tridngulo, cualquier angulo exterior es igual a la suma de los dngulos interiores

no adyacentes a él. L,
Justificacion:

Se traza un triangulo cualquiera PQR, y se elige
cualquier angulo exterior del triangulo, supongamos .
Es claro que o + ¢ = 180°.

Ademas, p + y + ¢ = 180° por ser angulos interiores del
APQR.

Entonces, se cumple que o+ ¢ =p + y + ¢, ya que ambas sumas son igual 180°.
Restando ¢ de ambos lados, se obtiene ®=p + y.

Conclusion: Como o es un angulo exterior cualquiera del APQR, y los angulos p y v son
interiores no adyacentes a €l, se cumple que en todo triangulo, cualquier angulo exterior
es igual a la suma de los angulos interiores no adyacentes.

EJEMPLO. En el siguiente triangulo encuentra el valor de x y el dey.

R Solucion:
7 X =75°yaque x+ 73°+ 32° = 180°
5 y es un angulo exterior del APQR, entonces
™ y =75°+ 73° = 148°
P

c) Suma de angulos interiores y exteriores de un poligono regular.

OBSERVACION: En la unidad 2 se trabajaron algunas actividades que corresponden a
este tema, se pueden volver a recordar.

Poligono regular. Es aquel que tiene sus lados y angulos iguales.

S (= -t s
Y > 3z ( '
o s l A }

Trianguto Cuadrade  Pentagono Hexigono Heptigono Octiagono Eneagone Decigone Endecigono  Dodecigono
aquilitere
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Actividad 1: Trazar un octdgono regular, y triangularlo como se ve en la figura.

1) Se forman 6 triangulos, la suma de los angulos interiores
de cada triangulo es
2) La suma de los angulos interiores del octagono es igual a

3) Al ser poligono regular, sus 8 angulos interiores son iguales
y cada uno mide

Actividad 2: En el mismo octagono, prolongamos uno de sus lados como se ve en la
figura.

1) El &ngulo interior o mide

2) El angulo exterior B al sumarlo con a es igual a

3) Entonces 3 mide

4) Al ser Octadgono regular todos sus angulos exteriores
seran iguales, y la suma de los 8 angulos exteriores es igual
a

Actividad 3: Para los siguientes poligonos regulares contesta lo que se pide.

Pentagono Hexagono Eneagono

Pentagono Hexagono Octagono

¢ Cuantos lados tiene?

La suma de los angulos interiores de cada
poligono es:

¢ Cuanto mide cada angulo interior?

¢,Cuanto mide cada angulo exterior?

La suma de los angulos exteriores de cada
poligono es:
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Actividad 4: En tu cuaderno traza un Heptagono regular y un Decagono regular, cuanto
mide cada uno de sus angulos interiores?
¢ Podrias generalizar este resultado para un poligono de n lados?

Actividad 5: En los mismos poligonos de la actividad 4, ¢cuanto mide cada uno de sus
angulos exteriores?
¢ Podrias generalizar este resultado para un poligono de n lados?

Algunas propiedades de los poligonos regulares son:

Un poligono regular de n lados tiene n lados iguales, n angulos interiores iguales y n
angulos exteriores igual.

- Cada angulo interior mide 180(:_2)

- La suma de los angulos exteriores es de 360°.

- Todo poligono regular se puede inscribir en una circunferencia.

- Todo poligono regular se puede circunscribir en una circunferencia.

- El radio de la circunferencia circunscrita y la inscrita en un poligono regular es el
mismo, y también es la apotema del poligono.

EJERCICIOS 3.1

En cada ejercicio encuentra el valor de x y el de vy, recuerda que las flechas en la
misma direccién, indican que las rectas son paralelas.
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Q
A B 5)
4) y x| \8s° o

C D

y
40°
E F 09 R
P
6) 7)
A C
52°
X 80 y
B D F

3x~10 x=30

Ae *5
10) ! 11) xty )
Aoy
Ce+— »D
125 °
E« * [
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

12) Dato: AB || CD 13) Dato: AB || CDy AC || BD 14) Dato: AB || CD
T « ~ A B

/§ X 2x

FA2x {95° Y
7" T "B

\g\ : ; .

50° ¥
c /8 EY "D G D
15) Dato: AB||CD y AD||CF 16) Dato: AB || CD 17)
¢
A C A 3x
y
62° x+20° 52° 5y-32
56° x c B D

B D F
18) 19) 20)

B

D
60°
o 7]
VAL B

C
AB | CD Hallar «0, 2B

21) El AABC es equilatero y el 22) EI AABC es equilatero y 23) EI AABC es equilatero

AABD es isOsceles. AABD es is6sceles.
e €9

c
D
4 B b
A \
D AL B
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25) 26)
\ C
/¥y \ 520
+10°
D/ \
A1 D
B 0 ) 2u-13

A B

24)

¢

4y-8°

D
28) Los tridngulos ABC y ABD 29) BD es hisectriz del
son is@sceles. ZABC
o
64°
D
¥
A p )" 3]
4 /60° B
8G°
o
30) 31)
¢
x+12°
40°
4/ 3x+10° B D

ADF es triangulo rectangulo y BD = CD.

32) Encontrar el numero de lados de un poligono si se sabe que la suma de sus
angulos interiores es igual a la suma de sus angulos exteriores. ¢ COmo se llama este
poligono?

33) ¢, Cuantos lados tiene un poligono?, si desde uno de sus vértices se han trazado 9
diagonales.

34) El angulo interior de un poligono regular mide 20° mas que su angulo exterior, ¢ de
gué poligono se trata?, al triangularlo ¢en cuantos tridngulos se puede dividir?
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

35) Si el numero de lados de un poligono regular se triplica, la medida de un su angulo
interior aumenta en 40°. ¢ Cuanto mide el angulo exterior de este poligono? ¢De qué
poligono se trata?

36) Los siguientes dos poligonos son 37) Los siguientes dos poligonos son
regulares, encontrar el valor del regulares, encontrar el valor del ZLMN.
Z/PQR.

38) ABCDEF es un hexagono regular, 39) En el siguiente heptagono, la suma de sus
¢cuanto mide el £x? angulos interiores /G + Z/A+ /B + ZC + /D
B C = 642°, PE es bisectriz del ZE, PF es bisectriz

del ZF. Encontrar la medida del £x.

3.2 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS: CRITERIOS DE CONGRUENCIA DE
TRIANGULOS.

El concepto de congruencia es equivalente con el de igualdad, es costumbre que en
geometria se hable de congruencia en lugar de igualdad.

Por ejemplo, dos segmentos son congruentes si y sélo si tienen la misma medida, dos
angulos son congruentes si y s6lo si miden lo mismo. Estas dos afirmaciones ya las
estudiamos anteriormente, ahora continuaremos con los triangulos.

104



Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

En el caso de los tridngulos se incluye mas de un elemento ya que no hay una medida
(numero) que defina a un tridngulo, lo que si podemos afirmar es que dos triangulos son
congruentes si pueden hacerse coincidir uno sobre el otro mediante giros, traslaciones
y/o reflexiones.

Para que dos triangulos sean congruentes se debe de cumplir seis igualdades, tres
lados y tres angulos.

B
Los tres lados Los tres angulos
correspondientes: B correspondientes:
AB = A’B’ c /BAC = /B'A’C’
BC =B’C’ A ‘ /ABC = ZA’B’C’
AC=AC’ /ACB = ZA’C’B’

AI

Si se cumple la igualdad de estos 6 elementos en dos triangulos, estos seran
congruentes, ya que se puede sobreponer uno sobre el otro y coincidiran en todas sus
partes. Esto equivale a que los tres lados y los tres angulos (interiores) pueden hacerse
coincidir con sus homdélogos, es decir, los dos triangulos tienen la misma forma y el
mismo tamafo.

Notacion: La palabra congruencia se representa con el simbolo = 6 =.

Para mostrar la congruencia de dos o mas triangulos no es necesario hacer ver la
igualdad de los 6 elementos, bastara con la igualdad de sélo 3, esto lo afirma los
siguientes criterios de congruencia.

CRITERIOS DE CONGRUENCIA DE TRIANGULOS.

Primer criterio: lado, lado, lado (LLL)
Dos triangulos son congruentes si los tres lados de uno de ellos son iguales en medida
0 congruentes a los lados correspondientes del otro triangulo. Es decir:

Cpmmtip—rB G B'  AABC = AA'B’C’ya que AB = A’B’,
BC = B'C’
CA=CA’,
A Al
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Segundo criterio: lado, angulo, lado (LAL)
Dos triangulos son congruentes si dos lados y el angulo comprendido entre ellos son
respectivamente iguales en medida o congruentes con los del segundo tridngulo. Es

decir:
ASTU = AS’T’U’ ya que SU = S’U’,

LS =/S
ST=ST.

Tercer criterio: angulo, lado, angulo (ALA)
Dos triangulos son congruentes si dos angulos y el lado comprendido entre ellos son
respectivamente congruentes con los del segundo triangulo. Es decir:

R
. APQR = AP’Q’R’ ya que ZR = ZR’,

RQ =RQ’

P o Z B ZQ=/Q.

Sugerencia: Para reafirmar estos criterios los alumnos pueden ver algunos videos en

las siguientes direcciones:
http://www.youtube.com/watch?v=nEEEEKAQao4&feature=player embedded#at=11

http://www.youtube.com/watch?v=4iEZPOIH8xI

P

Actividad 1. En cada inciso indica qué triangulos son congruentes escribiendo los tres
elementos que son iguales y el criterio de congruencia que justifica tu respuesta:

b 4

a)

4

Respuesta
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

b

/AI\ 10 30° 10
70° 30° 70° All Al 30°
10 70°

Respuesta
c)
10 7
4 b 7 ¢
8 8 4
8
Respuesta
d)
4 4
/N‘ 6 60° 5o
4 6
Respuesta

EJEMPLO 1. En la siguiente figura, si BD L AC
y £1=/2, entonces AABD= ACBD.
Justificacion:

Paso 1. ZABD = /DBC=90° ya que BD L AC.
Paso 2. BD= BD por ser lado comun para ambos triAnguios.
Paso 3. Z1 = /2 por ser dato.

Conclusion: AABD= ACBD por criterio ALA.

EJEMPLO 2. En la siguiente figura, si AC = AD y £ 1=_/2, entonces
AABC = AABD.
Justificacion:

Paso 1. AC = AD por ser dato. /.\ S

Paso 2. Z1= /2 por ser dato. N .ﬁ y xs
Paso 3. AB =AB por ser lado comuin para ambos tridngulos. 3\ :

Conclusion: AABC = AABD por criterio LAL.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

EJEMPLO 3. En la siguiente figura se cumple
MQ=PQ=PR=NR, entonces:

APQM = APRN.

Justificacién:
1°) PQ=PR por ser dato.
2°) Como PQ = PR el APQR es is6sceles, por

lo que &2 =d, y en consecuencia, B =B
por ser suplementos de angulos iguales.

3° MQ=RN por ser dato.

Conclusion: APQM = APRN por criterio LAL.

EJEMPLO 4. En la siguiente figura, el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo, BD es
una diagonal, entonces AABD = ABCD.

e A B
Justificacion:
1°) AB=DC por ser lados opuestos del paralelogramo.
20) AD =BC por ser lados opuestos del paralelogramo.
3°) BD es lado comun en los dos triangulos.
Conclusion: AABD = ABCD por criterio LLL. D C
EJEMPLO 5. 4
Si AC = ADy / 1=22. Demostrar que £ C =~/D. ﬁ

Justificacion: /1( N
AC = AD (dato) A d— " xB

L1=/L2 (dato)

2
AB (Lado comiin) \ =
AABC = AABD (L-A-L) =

Al ser los triangulos congruentes, sus seis
elementos son iguales, en particular: £ C= £ D
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3.2.1 Justificacién de las construcciones de:
a) Bisectriz de un angulo.

recta.

JUSTIFICACIONES:

a) Bisectriz de un angulo.

Sea el ZBAC un angulo cualquiera dado, hay que dividirlo en dos partes iguales. La
recta que lo divide es llamada Bisectriz.

Construccion.

b) Mediatriz de un segmento.

Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

c) Perpendicular a una

La construccion se hizo en la unidad 2, es la siguiente:

‘x

Se traza un
angulo
cualquiera
llamando a
Su vértice A.

1°. Con centro
en A se traza
un arco de
circunferencia
gue corte a los
dos lados del
angulo en B y
C.

2°. Con centro en
B, el compas se
abre una longitud
cualquiera y se
traza un arco de
circunferencia lo
suficiente grande
dentro del angulo.

3° Con la misma
abertura del compas
y con centro en C, se
traza otro arco de
circunferencia  que
corte al arco anterior.
Sea P el punto de
interseccion.

4°, Se traza

la

semirrecta desde
A y que pase por
P, entonces

ZBAP = ZCAP

Justificacion.

Se unen los puntos BP y CP, y se forman dos triAngulos que son AABP y AACP, en los
cuales se cumple:

1) AB = AC por ser radios del mismo circulo.
2) BP = CP por ser radios iguales por construccion.
3) AP eslado comln en ambos triangulos.

Conclusion: AABP = AACP por criterio LLL.

Al ser los dos triangulos congruentes sus 6 elementos
correspondientes seran iguales, en consecuencia, ZBAP = ZCAP y el segmento AP es
la Bisectriz del Z/BAC.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

b) Mediatriz de un segmento.

Mediatriz es la linea recta que pasa por el punto medio de un segmento perpendicular
a este.

Sea PQ un segmento cualquiera dado, hay que dividirlo en dos partes iguales por una
recta que sea perpendicular a PQ.

Construccion.
Una construccion se hizo en la unidad 2, otra es la siguiente:

Segmento dado 2°. Dividir en dos angulos iguales

1°. Constriyase sobre PQ
PQ. el triangulo equilatero PQR. | el /PRQ, llamar RM a dicha
bisectriz.

Afirmacion: M sera el punto medio de PQ, y RM es perpendicular a PQ, es decir, RM
es la Mediatriz de PQ.

Justificacion.
Se tiene dos triangulos que son APRM y AQRM, en los cuales se cumple:

1) PR= QR ya que A PQR es equilatero.
2) ZPRM = ZQRM por construccion. R

3) RM lado coman.

Conclusion: APRM = AQRM por criterio LAL.

Al ser los dos triangulos congruentes sus 6 elementos

ik

correspondientes seran iguales, en consecuencia, PM = M
y ZPMR = ZQMR. Pero Z/PMR + ZQMR = 180°, es decir, Z/PMR = ZQMR = 90°.

Asi, el segmento RM es la Mediatriz de PQ.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

c) Perpendicular a una recta.
Como ya lo vimos en la unidad 2, hay dos casos.

Caso 1) Trazar una linea recta que forme angulos de 90° con una recta dada desde un
punto que pertenece a ella.

Construccién.
Sea | larecta dada y P un punto sobre ella.

Se toma un punto cualquiera A sobre ella'y se marca
otro punto Q sobre la recta de tal forma que AP = PQ.
Y se construye un triangulo equilatero sobre AQ.

El triangulo equilatero es AQC, y se traza la recta CP.

Afirmacion: La linea recta CP forma angulos rectos con
la recta | dada desde el punto P dado en ella.

Justificacion.
Se tiene dos triangulos que son AACP y AQCP, en los cuales se cumple:

1) AC= QC ya que A ACQ es equilatero.
2) AP = PQ por construccion.

3) CP lado comdn.

Conclusion: AACP = AQCP por criterio LLL.

Al ser los dos triangulos congruentes sus 6 elementos correspondientes son iguales, es
decir, ZAPC = ZQPC. Pero ZAPC + ZQPC = 180°, entonces, ZAPC = ZQPC =90°.

Asi, CP es perpendicular a l.

Caso 2) Trazar una linea recta que forme angulos de
90° con una recta dada desde un punto fuera de ella.

Construccion.
Sea | la recta dada y P un punto fuera de ella.
Se toma un punto cualquiera Q al otro lado de la recta

I, y con centro en P y radio PQ se traza un arco de
circunferencia que corte a |, en los puntos Ay B. Se

traza el punto medio M de AB y se une PM.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Afirmacion: La linea recta que pasa por P y M forma angulos rectos con la recta dada I,
desde el punto P que no estéa en ella.

Justificacion.

Se tiene dos tridngulos que son AAPM y ABPM, en los cuales se cumple:
1) AP = BP por ser radios de la circunferencia.

2) AM= BM ya que M es punto medio de AB.

3) PM lado comdn.
Conclusiéon: AAPM = ABPM por criterio LLL.

Al ser los dos triangulos congruentes sus 6 elementos correspondientes son iguales, es
decir, ZAMP = ZBMP. Pero ZAMP + ZBMP = 180°, entonces, ZAMP = /BMP = 90°.

Asi, PM es perpendicular a I.

3.2.2 Teorema del tridngulo isésceles y su reciproco. Justificacion.

Teorema: En los triangulos isosceles los angulos de la base son iguales entre si, y al
prolongar los dos lados iguales, los angulos situados bajo la base seran iguales entre
Si.

Construccion. €§=‘ B
Sea el AABC un tridngulo isosceles, con AB = BC. g: A
N o = ]
Se prolonga BA hasta D y BC hasta E de tal forma — D
que BE = BD. e
Afirmacion: Z/DAC = ZECA y ZBAC = ZBCA.
e E
Justificacion.
Se une AE y DC. Se tienen los triangulos AABE y
ACBD en los cuales se cumple:
o A
1) AB = BC por construccion.
o D
2) BE = BD por construccion. B3
3) £ZB es comun en ambos tridngulos. gq.
=
Conclusion: AABE = ACBD, por criterio ALA. 3 : e
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Al ser los dos triAngulos congruentes sus 6 elementos correspondientes son iguales, y
podemos afirmar:

AE = CD, ZBAE = /BCDy ZBEA = ZBDC.

Por otro lado:

En los triangulos AACE y AACD se cumple:

1) AC lado comin en ambos triangulos. 2
2) AE = CD por la justificacion anterior. F &
3) Como BE = BD y AB = BC, al hacer la resta:

BE — BC = BD — AB setiene CE = AD E

Conclusion: AACE = AACD.

Al ser los dos triangulos congruentes sus 6 elementos correspondientes son iguales, asi
podemos afirmar que: ZDAC = LZECAy ZCAE = ZACD.
Ademas, ya se mostré que ZBAE = ZBCD, al hacer la resta, se cumple:
/BAE - ZCAE = /BCD - ZACD
ZBAC = ZBCA
Asi, queda justificada la afirmacion.

Su reciproco seria:
Si dos angulos en un triangulo son iguales entre si, también los lados que subtienden a
los angulos iguales seran iguales entre si.

Sea el AABC en el cual ZBAC = /BCA. Afirmacién: AB = BC.

Justificacion.

Ya que si AB no esigual a BC, uno de ellos es mayor, B B
supongamos que AB es mayor.

Se toma un punto P de AB de tal forma que AP = BC,

entonces en los triangulos AAPC y AABC se cumple:

1) AP = BC por construccion. A

2) £ZBAC = ZBCA por dato, pero ZPAC = ZBAC. _: c
ByteneRpd ACRS corBRrA-
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Conclusion: AAPC = AABC por criterio LAL.
Lo cual es absurdo, ya que el mayor no puede ser igual al menor.

Por lo tanto AB = BC.

3.2.3 Relacion entre el angulo central e inscrito en una D
circunferencia. Justificacion.
Recordemos que en una circunferencia la medida de un &angulo B
central es igual a la medida del arco que abarca. A
Teorema: La medida del angulo inscrito es la mitad de la medida
del angulo central.
Angulo inscrito: ZADB = ZA2CB.
Justificacion. Existen tres casos posibles.
Caso 1: Cuando un lado del ZADB es un diametro de la circunferencia.
En el AACD, AC = DC por ser radios de la circunferencia, D
entonces ZDAC = ZADC.
El ZACB es angulo exterior, entonces Z/ACB = Z/ADC + ZDAC.
Es decir, ZACB = ZADC + ZADC ya que «DAC = ZADC. X
Entonces ZACB = 2/ZADC = 2 ZADB.

. /ACB
Despejando, ZADB = C
Caso 2: Cuando Ay B estan en lados opuestos al diametro que pasa por D.

ZACE /ECB

Por el caso 1, el ZADE = C y el ZEDB = 2C . B B
El /ADB = /ADE + /EDB = /ACE N /ECB _ LACE+LECB.

2 2 2

Es decir, Z/ADB = ZA;B )
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Caso 3: Cuando A y B estan del mismo lado del didmetro que
pasa por D.

ZACE /BCE

Por el caso 1, el ZADE = y el /BDE = >

ZACE  /BCE _ ZACE-/BCE

El Z/ADB = ZADE - /BDE = 2 2

Es decir, ZADB = ZAZCB )

Corolario: Un angulo cualquiera inscrito en una semicircunferencia es un angulo recto.

Corolario: Angulos inscritos que abarcan el mismo arco son congruentes.

EJERCICIOS 3.2

l. En las siguientes figuras indique el criterio mediante el cual los triangulos sefalados
son congruentes.

a. AABC y ACDE b. AABC y ACDE C. AABC y ADEC. |d. AABC y ADCB.
A Si AC =BD

B
A
/ C / D C
E

w

B
e. AABD y AACD. f. ALOM y ANOM. g. AABC y AADC. h. AABD y ACBD.
c D 0 D B
c
A B A
A [11 C
L M N D
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

i. AACE y ABDE. j. AABC y ADEC. k. AADC y AAEC. ||. AAFD y ABFC.
= D D F
C D
> 4 //70 el °© D
N\ | ANY
A E A 8

Il. En cada caso justificar lo que se pide y enuncia el criterio que usas.

1) EI ASRT es isoOsceles, U es punto medio de

ST. Mostrar que ASRU = AURT

3) AD1BC, y AD es bisectriz del
Z/BAC, mostrar que AABD = AADC.

A

2) AB1BC, DC1BCyAB =DC.
Mostrar que AABC = ABDC.

A

4) ABDE es unrectanguloy Zr = /s
mostrar aue AACE = ABDC.

E

D

6) AD = CE, Za +£3 = 180° mostrar

5) AB = AC, BC estéa trisecado por Ey G,
DEIBCy FG.1BC.
Mostrar que ABDE = AFGC.

que AABD = ABCE.
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A
m
B C
E G
7) Mostrar que el A MQP = A MPN.
Datos:

MP es bisectriz del xQMN.
MP es bisectriz del xQPN.

\/

9) Mostrar que AACD = AABD.
Si AD es bisectriz del xBAC

y AB = AC.
B
D A
C
B
11) AABCy AADC

son isosceles,
mostrar que

AABD = ABCD.
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B
DA
A C

8) Mostrar que ABCE = AABD.
Datos: AB 1. CD

BE = BD
BC = BA

Z |
C A

10) ABCDE es un pentagono regular,
mostrar que AABE = ABCD.

B
7
A '.
'| I )e
| 'rl 3
’L‘_‘ |
E — Y
D
B
12) AABC es
isoscelesy AD = EC,
mostrar que
AABE = ACBD.
D E
A c



Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Qv
13) ABCDE es un pentagono 14) AQ = AP, el AABC VTSR
regular, F es punto medio de ED, es is6sceles, mostrar ) ’
mostrar que AAEF = ACDF. que ABCQ = ACBP. A |
B 1C - it
I\.~ | 3
s '. D
E
C A
15) AABC y ACDE son 16) AABC es isosceles. /,»,ﬁ;\.\
isosceles, mostrar que X DAE esta trisecado. ””/ : \ \\_\
AE =BD. Mostrar que AD=AE / | |
2V
/ , \
// / \ \\
D B C
A £ \B
A D F
17) ABCDE 18) AC = BC, DE =FE,
) , es un CE es bisectriz del
pentagono regular. /ACB, y /AED =
\ /BEF. Mostrar que
Mostrar que AEAG = ACBG. ' AAED = ABEF
c
Q-
\ B
19) ABCDEF es un 20) BQ = CP, el AABC
hexagono regular. es isésceles, mostrar
que ZAQC =~ ZAPB.
Mostrar que AD = BE. : P,c;‘li —¢C
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

21) Datos: arco DC = arco AB 22) En la siguiente figura AABC y ABDE son
D c equilateros, mostrar que AABE = ABDC

D
B B
A
Mostrar que AAOC = ABOD :

lll. En cada una de las siguientes figuras los triangulos indicados son congruentes,
encuentra el valor de x y el de y.

C x+8E D

3x
1) 2) 3) A c
B
16y 9y /\ )
AL =5 26> 3 i
W
A B
4x D 3x D B
AACD = ABCD AABC =~ AACD AAEB = ACDB

5)

M
X-\/
2y-9 E E 5x+7

AADE = ACGE

aQ
p
y 6
N
AMQP = AMNP
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

3.3 SEMEJANZA Y TEOREMA DE PITAGORAS.

3.3.1 Divisién de un segmento en n partes iguales. Construcciones.

Para dividir un segmento en dos partes iguales basta con utilizar la mediatriz. Pero si
gueremos dividir el segmento en 3, 5, 6 0 mas partes iguales, la mediatriz no nos sirve y
habra que utilizar el procedimiento que se explica a continuacion.

Ejemplo: Con regla y compas, dividamos un segmento AB dado, en 5 partes iguales.

Solucién:

Paso 1) Supongamos |Paso 2) Con el compés y la|Paso 3) Se trazan rectas
gue el segmento dado | misma abertura, trazamos 5 |paralelas al segmento TB que
es AB. Trazamos un|arcos de circunferencia sobre|pasen por P, Q, Ry S. Los

nuevo segmento | AC, como se muestra en la|puntos obtenidos en el
cualquiera desde A, |figura y se une la ultima|segmento AB determinan las 5
llamemosle AC. marca del arco T con B. partes iguales en que se

=

divide dicho segmento.

Para mostrar que la construccion es cierta, se hace por medio de semejanza de
triangulos, ya que en el dltimo dibujo hay triangulos. Y al ser semejantes se da la
igualdad entre las partes en que se divide el segmento AB.

Asi pues, es necesario que estudiemos la Semejanza de Triangulos.

3.3.2 Criterios de semejanza de triangulos.

Dos triangulos son semejantes si:

Idea Intuitiva: Tienen la misma forma, aunque no necesariamente el mismo tamano.
Concepto formal: Sus 3 angulos correspondientes u homologos son iguales y sus 3
lados correspondientes u homdélogos son proporcionales.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Al igual que en CONGRUENCIA, para mostrar que dos o mas triangulos son
SEMEJANTES no necesariamente tenemos que comprobar que sus seis elementos
cumplen lo anterior, basta con analizar y justificar que se cumpla alguno de los
siguientes criterios.

CRITERIOS DE SEMEJANZA

Primer criterio: angulo, angulo, angulo (AAA)

Dos triangulos son semejantes si tienen sus tres angulos correspondientes iguales.
(Esta condicion se reduce a encontrar dos angulos homaologos iguales ya que el tercero
en consecuencia sera igual, ¢ porqué?)

- ( '
Es decir,si ZA=ZA" , ZzB=4/B y ZC=/C (Criterio aaa)

EJEMPLO. En la siguiente figura BE || DC, mostrar que AAEB ~ AADC.
Solucion: A
xABE = xACD por ser correspondientes
entre las paralelas BE y DC.

xAEB = xADC por ser correspondientes
entre las paralelas BE y DC. E

el xDAC es comun en los dos triangulos &

Entonces AAEB ~ AADC ya que sus tres angulos homologos (correspondientes) son
iguales.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Segundo criterio: lado, lado, lado (LLL)

Dos tridngulos son semejantes si tienen sus tres lados homélogos proporcionales.

B
n'
A [ A '
. B BC AC o
Es decir, se cumple que = = Criterio
ple que o= 55 = e ( &)
EJEMPLO. En la siguiente figura, mostrar que APQS ~ AQRS.
Solucién:
0 Observando los dos triangulos, sus lados
P 9 16 R homélogos son:
PS con SR hacemos PS = 15
12 SR 20
15
20 PQ con SQ hacemos Ez i
SQ 12
12
S y QS con QR hacemos E: —
QR 16
15 9 12
Se simplifica cada fraccién y se tiene:  9g 12 16
3 _3 _ 3
4 4 4

. , . 3 .
Al obtener la misma razon de semejanza (Z)’ podemos decir que sus tres lados son

proporcionales, por lo que APQS ~AQRS.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Tercer criterio: lado, angulo, lado (LAL)

Dos triAngulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales y el angulo
comprendido entre ellos igual.

B
Br

AB BC

e -po Y %B = xB’ (Criterio lad)

EJEMPLO. En la siguiente figura muestra que
AABE ~ ACDE.

Solucion:

XAEB = xDEC por ser opuestos por el veértice.

Ahora, analicemos si los lados que se encuentran
entre los angulos mencionados en cada triangulo, c

son proporcionales. Es decir, debemos ver que

AE BE o :
— = — . Para esto, sustituimos sus valores correspondientes:
EC ED
AE_15_5  BE_10_5
EC 9 3 y ED 6 3
. . AE BE
Como las fracciones son iguales, entonces se cumple que Ec " ED

Este resultado nos dice que si dos de sus lados homdélogos son proporcionales y el

angulo comprendido entre ellos es igual, podemos afirmar que AABE ~ ACDE.

Para reafirmar estos criterios, puedes resolver los ejercicios de la seccion 3.3
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

3.3.3 Teorema de Thales y su reciproco.
El Teorema de Thales dice:

Si tres 0 mas rectas paralelas son cortadas por dos rectas secantes, los segmentos
determinados en una de las transversales son proporcionales a los segmentos
correspondientes en la otra.

\ AB  BC AC

s/ \g: AR BC AC

Este Teorema se puede demostrar usando la semejanza de triangulos.

SUGERENCIA: ver video en https://www.youtube.com/watch?v=ujd6ylE4h88

En la siguiente figura, es facil mostrarlo. Si las rectas que pasan por AA’, BB’, CC’ son
paralelas, entonces se cumple que AAPA’ ~ ABPB’ ~ ACPC’.

Al ser semejantes sus lados homoélogos estos
seran proporcionales. Asi en los triAngulos

AAPA ~ ABPB’; se tiene: Ezﬁ que se
BP B'P
- AB+BP A'B'+B'P
puede escribir como: = :
BP B'P

AB BP_AB' BP
BP BP BP B'P
AB AB' AB BP

estoes, —=—_—_—.Esdecir, —=_——.
BP B'P A'B' B'P

separando los términos:

De forma similar se procede con los tridngulos ABPB’ ~ ACPC'.
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Ejemplos usando el Teorema de Thales:

EJEMPLO 1. Las rectas a, b y ¢ son paralelas. Halla la longitud del segmento x.

Solucion:
14=;, despejando a x se tiene:
X= 142)_ 2.8 cm

10

EJEMPLO 2. Hallar las medidas del segmento AB, si AC || DE.

B Solucion:
5 9 Por el teorema de Thales:
x+3 5 : wyn
D E ———=—, despejando a “x":
10 9
X +y \ §10)
A c X+3= 9 =5.5, entonces, x+3=5.5

AB=x+3+5=55+5=10.5u.

El reciproco del Teorema de Thales dice:

Si dos rectas cualesquiera son cortadas por varias rectas de tal forma que los
segmentos determinados en una de las rectas son proporcionales a los segmentos
correspondientes en la otra, entonces las rectas seran paralelas.

EJEMPLO. En la siguiente figura, las rectas a y b son paralelas. ¢ Podemos afirmar que

c es paralelaalasrectasay b? y
Solucion:

Si, porgue se cumple el Teorema de Thales.
Ya que se cumple la proporcibn de los
segmentos correspondientes:

, es decir, 3(4) = 6(2)

N w
AO

12 = 12, lo cual es verdadero.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

3.3.4 Teorema de la altura de un triangulo rectangulo. Justificacion.

Recordatorio:

. c: hipotenusa
A Io§ lados de un triangulo a: cateto
rectangulo se les llaman: menor

b: cateto mayor

OBSERVACION: De las tres alturas que tiene un triangulo rectangulo, dos de ellas son
los catetos, la tercera es la altura sobre la hipotenusa.

El teorema de la altura nos da la relacion entre la altura sobre la hipotenusa en un
triangulo rectangulo y los segmentos que determina sobre la misma o proyecciones de
los catetos. Este dice asi:

“En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la altura relativa a la hipotenusa es igual
al producto de las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.

En el triangulo se cumple:

h? = men

Justificacion:

Los triangulos AACD y ABCD son semejantes, ya que:

1°) AACD ~ AABC (Tienen dos angulos iguales, el tercero sera igual, criterio aaa)
2°) ABCD ~ AABC (Tienen dos angulos iguales, el tercero seréa igual, criterio aaa)
Por transitividad AACD ~ ABCD.

Al ser semejantes, sus lados homoélogos son proporcionales, en particular:

BD DC . m h . 2

——=——,es decir, —=— que es lo mismo que h* = men.

DC AD h n

Otra forma de enunciar este teorema es:

“En todo triangulo rectangulo, la altura relativa a la hipotenusa es media proporcional
entre los dos segmentos que dividen a ésta”.
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

EJEMPLO. En el siguiente triAngulo rectdngulo, encontrar el valor de su altura h si se
sabe que BD = 3 y DA = 5.También calcular la medida de los catetos BC y AC.

B Solucion:
3 Por el teorema de la altura, h? = 3(5) = 15
h= .15 =3.872
h 3 Como AACD ~ AABC se cumple: &: DA , es decir &: i
AB AC 8 AC
c a Entonces, (AC)? = 40, AC = -/40~6.324
. . BC 3
De forma similar, como ABCD ~ AABC se cumple: — = ,esdecir —=_——.
AB BC 8 BC

Entonces, (BC)? = 24, BC = /24 = 4.898
Respuesta: h= -5, AC = -/40 y BC = /24

Otra forma de hacerlo es usando el Teorema de Pitdgoras que recordaremos a
continuacion.

3.3.5 Teorema de Pitagoras y su reciproco. Justificacion.

En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos. Es decir, en la siguiente figura se cumple:

a 02:a2+b2

El Teorema de Pitdgoras en un inicio, fue aplicado para el calculo de areas, en este
sentido, se puede interpretar como sigue:
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

4 '\\
B r'/ ¢ y
’/
a? |, & / Area del cuadrado de lado ¢ = Area del cuadrado
g de lado a + Area del cuadrado de lado b
C A
7 Es decir, c? = a® + b?

Hay muchas demostraciones del Teorema de Pitagoras, el matematico estadounidense
E. S. Loomis, catalog6 367 pruebas diferentes en su libro The Pythagorean Proposition
de 1927. Se supone que Pitagoras lo demostré por semejanza de triangulos de la
siguiente forma.

Justificacion: Suponiendo que AABC es triangulo rectangulo en C. El segmento CH es
la altura relativa a la hipotenusa, en la que determina los segmentos a’ y b’
proyecciones en ella de los catetos a y b, respectivamente.

Ya se vi6 anteriormente que los triangulos AABC ~ AACH ~ ABCH, por lo que:
1°) De la semejanza entre AABC y AACH:

E,=E que es lo mismo que b® = c*b’

2°) De la semejanza de AABC y ABCH:

a C . 2 )
— = que es lo mismo que a“ = c*a
a a

Entonces a® + b? = cea’ + c*b’ = c(a’ + b’) = ¢(c) = ¢?, es decir, c? = a® + b?

El Teorema de Pitagoras sélo se aplica en tridngulos rectangulos, y por lo general se usa para
encontrar la magnitud de uno de los lados del triangulo conociendo las medidas de los otros dos.

128



Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

EJEMPLO. Encuentra el valor de x en cada una de las siguientes figuras.

a) b)
C
X+2
10 8
15
A B S
X
Solucion: Solucion:
Por el Teorema de Pitagoras, Por el Teorema de Pitagoras,
x*=8%+10%°=64 + 100 = 164 15% = 5% + (x+2)? despejando:
x= /164~ 12.806 225 - 25 = (x+2)*
200 = (x+2)?

x+2 = +./200= 14.142, entonces x = 12.142
Para magnitudes la raiz debe ser positiva.

Reciproco del Teorema de Pitagoras:

Si en un triangulo se cumple que el cuadrado del lado mayor es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos lados, entonces el triangulo es un triangulo rectangulo.

Justificacion:
Supongamos que en el AABC, se cumple que AB? = BC? + AC?.
Desde el punto C se traza CD perpendicular a AC, con DC = BC.

Se une A con D, y se forma el AADC con un angulo de 90°.
Como BC = DC por construccién, entonces BC? = DC?.
Sumando AC? en ambos lados se tiene:

BC? + AC* = DC? + AC? = AD?
Ya que el AADC es triangulo rectangulo por construccion,
entonces se cumple el Teorema de Pitagoras. D C B
Es decir, BC? + AC? = AD?, como BC? + AC? = AB?, entonces, AD? = AB?,
Si AD? = AB? entonces, AD = AB.

Asi, se puede afirmar que AABC = AADC por el criterio LLL, ya que:
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

1) BC = DC por construccion.
2) AC lado comun.
3) AB = AD por la deduccién anterior.

Entonces, como AADC es tridngulo rectangulo implica que AABC también es un
triangulo rectangulo, y se cumple el Reciproco del Teorema de Pitagoras.

EJEMPLO. Las medidas de los lados de un triangulo son 13, 12 y 5. ¢ Sera un triangulo
rectangulo?

Solucion:

Por el Reciproco del Teorema de Pitagoras, si se cumple que 13% = 12% + 52 se puede
afirmar que el triangulo de lados 13, 12 y 5 es un triangulo rectangulo.

Calculando los cuadrados, 13? = 169, 12% = 144, 5% = 25, en efecto, se cumple que 169
=144 + 25.

Observacion: Tres medidas que cumplen el Teorema de Pitagoras se les llama Ternas
Pitagoricas.

EJERCICIOS 3.3

1) Mostrar aue AAED ~ ACEB 2) Mostrar que AABC ~ AADE

A_———__

/ \
\ £ /

3) Mostrar que AABD ~ ABCD 4) Mostrar que AABC ~ AADE

D »8 { \

20
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

5) Mostrar que AABC ~ AADE 6) Mostrar que AABC ~ ADEF
B

/
/S
/

18,
/
/

7) Mostrar que AABC ~ AADE 8) . .
B / <
E 12 15
D A B
Datos: BC || DE. Mostrar que ACDE ~ AABE

También mostrar que AAEC ~ ABED

9) ¢ Es semejante el AADE al AABC? 10)
Datos: AE=27,BE=12,AD=18,DC=8
Escribe su justificacion.

C

D
A
B 5 Dato: arco AB = arco DC
Mostrar que AAOC ~ ABOD
D
11) 12) Mostrar que AABC ~ ADEF
o
18
8
A 12 B

Mostrar que AABC ~ AABD
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

13) En la siguiente figura mostrar que 14) En la siguiente figura, mostrar que

Dato: AOPQ y AOSR son isésceles.

15) ¢ Son semejantes los triangulos ATMQ y ACJX?

T
18 ]

M 1
12 8 0
X
15 C

12

16) Los lados de un triangulo miden 24 m, 18 m y 36 m, respectivamente. Si los lados
de otro triangulo miden 12 m, 16 m y 24 m, respectivamente. Determina si son 0 no
semejantes, justifica tu respuesta.

17) Los lados de un triangulo miden 36 m, 42 m y 54 m, respectivamente. Si en un
triangulo semejante a éste, el lado homodlogo del primero mide 24 m, hallar los otros dos
lados de este triangulo.

18) La razon de semejanza del triangulo ABC con el triangulo A’'B’C’ es 3:4. Si los lados
del primero son 18, 21 y 30, determina los lados del segundo.

19) Los lados de un tridngulo rectangulo miden 6 m, 8 m y 10 m, respectivamente.
¢,Cuanto mediran los catetos de un triAngulo semejante al primero si su hipotenusa
mide 15 m?
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20) Sien el AABC, CE es la bisectriz del
/ACBYy ZABE = ZACD, mostrar que
AACD ~ ADBE y que AADC ~ ACEB.

G

22) En la siguiente figura DE || AB.

Encuentra el valor de x y la magnitud
de AC.

24) AB| DE, encuentra el valor

de x yeldeAC.
3x-9

26) Encuentra el valor de x y el de
AC, si las rectas AB y DE son
paralelas.

B

Teeld C
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21) En la siguiente figura AB || DE.

Encuentra el valor de x y la magnitud
de AC y de BC.

23) Encuentra el valor de x y el de BF, si
las rectas AB, CD y EF son paralelas.

Al 4 1c 7 Et

2x +

25) AB||DE, encontrar la medida de BC.
C

18

D
10/

A

4x

i&u&
B

27) Encuentra el valor de x vy el de QU,
si las rectas PQ, RSy TU son paralelas.

P’ \a.
X + 3 "..X
R \

2x -1




Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

28) Con regla y compas dividir el segmento LM en 5 partes iguales.

M

o

29) Calcula la altura de un tridngulo -

- h

rectangulo con los datos que se muestran :

en la figura: £ |
18¢m 8cm

30) En un tridngulo rectangulo, la altura correspondiente a la hipotenusa mide 16 cmy
la proyeccion ortogonal de uno de sus catetos mide 32 cm. ¢ Cuanto mide la hipotenusa
de dicho triangulo?

31) Usando el Teorema de Pitagoras, encuentra el valor de x en cada caso.

C.

a. b.
C ()
/\ /\
A x B | A 10 B
9 e.
d. x+1 2%
x-2
2 9

a. AB | AC BC
b. 6 8
C. 3 3
d. 12 8
32) Usando la siguiente figura y el Teorema de Pitagoras, e. 1 Ya
completar la siguiente tabla: f. 6 | /3
2 g x@ V3
h. V5 | 243
i 12 4
J- 1 Yo
A 8 k. 1 Ya
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

33) Hacer una figura para contestar los siguientes ejercicios:
a) Encontrar la medida de la diagonal de un cuadrado de lado 5.

b) Las diagonales de un rombo miden 12 y 8, ¢cudl es la medida del lado del rombo?
c) ¢ Cuanto mide la altura de un triangulo equilatero cuyo lado mide 6 unidades.

34) ¢ Cuanto mide la altura del triangulo is6sceles ABC cuyos lados iguales miden 9 cm
y el tercer lado mide 6 cm?

35) Encuentra el valor de “y” en: 36) Encuentra el valor de AD.
A Yy B
12 20
D 25 C
37) ABCD es un rombo de lado 12 u 38) La medida de los lados de un

y una de sus diagonales mide 16 u,

; cuanto mide la otra diagonal? triangulo  equilatero - es  de ng
é :

unidades, determine la medida de la
A B altura.

D C
39) Dadas las siguientes medidas, ¢cuales corresponden a los lados de un triangulo

rectangulo?
a) 10, 24, 26 b) 20, 21, 29 c) 8, 15, 17 d) 5, 13, /195

40) Dadas las siguientes ternas de numeros, ¢ cuales seran ternas pitagoricas?
a) 7,24,25 b) 20, 20, 20-/2 c) 13,15, 17 d2,3,6
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Unidad 3: Congruencia y Semejanza.

Identificacién de puntos probleméticos y propuestas de solucion.

PUNTOS

PROBLEMATICOS PROPUESTA DE SOLUCION
31 En este tema se siguen | Seguir sefialando puntualmente al estudiante la forma
CONGRUENCIA | presentando en que se debe de justificar las afirmaciones,
dificultades para | haciendo énfasis en el lenguaje utilizado ya que en
justificar las | muchas ocasiones el problema esta en el lenguaje
afirmaciones de sus | que se utiliza. Se puede usar colores para resaltar las
resultados. rectas paralelas o los triangulos involucrados.
La mayoria de alumnos | Apoyarnos con recursos de internet, ya sea utilizando
tiende a confundir los | algun software como cabri, sketchpad o geogebra.
nombres de los | También se pueden recomendar algunas direcciones
angulos entre | de paginas Web donde hay videos del tema, por
paralelas, pero la | ejemplo algunas son:
igualdad de estos | https://www.youtube.com/watch?v=YmelL3BCdFdM
gqueda clara. https://www.youtube.com/watch?v=fQUyVI A-wc
https://www.youtube.com/watch?v=aE3PFfrHiZ0
https://www.youtube.com/watch?v=AVSC-f mCyqg
http://www.youtube.com/watch?v=mkjaOvBKTAc
Al visualizar cualquiera de estos videos, del lado
izquierdo se proponen otros similares que pueden
consultar para aclarar mejor el concepto.
3.2 Dificultades para | Recordar nuevamente algunas  propiedades,
CONGRUENCIA | identificar ~ elementos | mencionando parte de la propiedad/teorema para que
. DE del triAngulo (&ngulos, | los alumnos la completen, o hagan reflexion sobre lo
TRIANGULOS: lados) que se deducen | qué se genera.
CRITERIOS DE de algunas | Por ejemplo: Si dos rectas son perpendiculares, ¢,qué
CONGRUENCIA . . . . -
propiedades 0 | puedes decir de ellas?, si un triangulo es isésceles,
teoremas. ¢ qué puedes decir de sus elementos?
Se les dificulta | Una estrategia para identificar los elementos
identificar los | homélogos es asociar los lados menores, los lados
elementos homoélogos. | mayores y los lados medianos. Recortar algunos
El mayor problema | triAngulos para hacer ver los elementos iguales, los
sigue siendo la | angulos o lados homdlogos, la diferencia entre
justificacion  en la | igualdad y congruencia, y mostrar los criterios de
congruencia de | congruencia.

triangulos, sobre todo
porque se incrementan
las propiedades entre
los triangulos y se les
hace mas dificil

Hacer notar sobre la figura los criterios que ellos
proponen, para que observen y reorganicen la forma
de abordar el problema. Usar colores o marcas, para
resaltar los triangulos que deben ser congruentes.

Sobre la justificacion de sus afirmaciones, se puede
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visualizar lo que tienen
que mostrar.

El alumno no Ile
encuentra sentido en

justificar las
afirmaciones
geométricas, se les

hacen interesantes,
pero consideran que
esa actividad es para
los que estudiaran el
area de matematicas.
La mayoria comenta
que sus afirmaciones
“se ven claras en la
figura”, “ipara qué
tengo que justificar? Si
se ve en la figura”

practicar desde la unidad 2 el porqué de sus
afirmaciones, esto prepara y acostumbra al alumno
para que realice las justificaciones necesarias en este
tema.

Otro recurso que se debe aprovechar son las
asesorias que ofrece el Colegio como apoyo a los
alumnos con mayores dificultades. También son de
gran apoyo algunos videos proporcionados en las
siguientes direcciones.
https://www.youtube.com/watch?v=l1boQuxUQbfM
https://www.youtube.com/watch?v=4iEZPOIH8XxI
https://www.youtube.com/watch?v=gGTEkx9Bdgk
https://www.youtube.com/watch?v=5kHrEVPmOc4
https://www.youtube.com/watch?v=YMib9KO8xKU

33

SEMEJANZA Y

TEOREMA DE
PITAGORAS

Algunos alumnos
siguen presentando
dificultades en
relacionar los lados
homologos.

En esta parte hay
menos dificultades, ya
gue en semejanza se
trabaja con algunos
valores numeéricos y
s6lo comprueban la
proporcionalidad. Aqui
los errores frecuentes
son de tipo numérico,
tanto en verificar la
proporcionalidad en
triangulos semejantes
como en la aplicacién
del teorema de
Pitagoras.

La estrategia para identificar los elementos
homologos es mas evidente en semejanza, ya que se
manejan medidas y se les hace mas evidente asociar
los lados menores, los lados mayores y los lados
medianos.

Mostrar con varios ejercicios la equivalencia de
fracciones y los diferentes despejes en la ecuacion del
teorema de Pitdgoras.

En semejanza de tridngulos también se pueden
recortar algunos triAngulos para hacer ver los angulos
iguales, los lados homologos, la diferencia entre
congruencia y semejanza y mostrar los criterios de
semejanza. Se puede aprovechar esta actividad para
mostrar que en los triAngulos semejantes los lados
homologos son paralelos y visualizan el Teorema de
Thales.

Algunos de los siguientes videos pueden ser de gran
ayuda.
https://www.youtube.com/watch?v=IYuXef4SNgU
https://www.youtube.com/watch?v=53gH_cpDV6E
http://www.youtube.com/watch?v=XYBOpluDgAU
https://www.youtube.com/watch?v=rPIfmJDHfog
https://www.youtube.com/watch?v=u9ll2PZvJZU
https://www.youtube.com/watch?v=4zuVuh|RAdY
https://www.youtube.com/watch?v=fj13eHGUNOQ
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