Unidad 2: Funciones cuadraticas.

Matematicas II.

Unidad 2. Funciones Cuadraticas

PROPOSITO DE LA UNIDAD
Al finalizar, el alumno:

Analizar4 el comportamiento de las funciones cuadraticas en términos de sus
pardmetros mediante la contrastacion de la representacion grafica y analitica.
Resolvera problemas de optimizacién con métodos algebraicos, a fin de continuar con
el estudio de las funciones a partir de situaciones que varian en forma cuadratica y
contrastarda este tipo de variacion con la lineal.

Tiempo: 15 horas
CONTENIDO
2.1 Situaciones que involucran cambio y que dan origen a funciones cuadraticas.

2.2 Estudio gréfico, analitico y contextual de la funcién: y = ax? + bx + ¢, en patrticular:
y=ax? y=ax*+c, y=alx—h)*+k

2.3 Forma estandar y = a(x — h)? + k.

2.4 Ceros de la funcion.

2.5 La funcién y = ax? + bx + ¢ y sus propiedades gréficas.
2.4.1 Simetria, concavidad, maximo o minimo.

2.6 Problemas de aplicacion.

Autoevaluacion.

Bibliografia.
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Unidad 2: Funciones cuadraticas.

PRESENTACION

Continuando con el curso de Matematicas I, la Unidad 2 se enfoca en el estudio de la
funcién cuadratica, lo que permite por un lado, que avances en el concepto de funcion
al introducir ahora un nuevo tipo de variacion que conlleva conceptos como concavidad
y simetria, y por otro, vincularas estas funciones con las ecuaciones cuadraticas que
recién has trabajado, aspecto que enriquece ambas teméticas y contribuye a la
formacion de significados sobre la resolucion de ecuaciones y la funcion cuadratica.

Si los conceptos se reducen solo a su definicion se corre el riesgo de no producir
aprendizajes, por lo que, analizaras los diferentes registros de representacion de la
funcién cuadrética y la relacidon que existe entre ellos; representaras graficamente una
funcidén cuadratica a partir de sus puntos notables; y aplicaras sus propiedades en la
resoluciéon de problemas de optimizacién, particularmente, cuando se trata de
encontrar valores maximos o minimos. Esto, a través de diversas actividades,
ejercicios y ejemplos disefiados con base a los aprendizajes que marca el programa.

Por otra parte, desde el principio de la unidad se propone trabajar con algunos
conceptos que muestran cierta relacién, como concavidad, punto maximo/minimo,
simetria, vértice, con la intencién de integrarlos en la medida de lo posible y no
trabajarlos de manera aislada. Donde su tratamiento en diversas situaciones ayudara
a gue logres una mejor conceptualizacion de ellos.

Al finalizar la unidad proponemos una autoevaluacion donde tu evaluaras lo que has
aprendido, ademas de un juego donde también practicaras lo visto en esta unidad, es
un memorama donde asociaras a varias funciones cuadraticas con su respectiva
grafica, esperamos que tu profesor lo ponga en practica.

Conceptos clave. Funcién cuadratica; intersecciones con los ejes; concavidad; punto
maximo/minimo; forma estandar y = a(x — h)? + k.
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Unidad 2: Funciones cuadraticas.

2.1 Situaciones que involucran cambio y que dan origen a funciones
cuadraticas.

Sin lugar a duda, existen diversas situaciones que se pueden modelar mediante un
objeto matematico, particularmente en esta unidad, mediante una funcidén cuadratica.
Su uso permite determinar con mayor facilidad ciertos aspectos que a primera
instancia cuestan mucho trabajo obtener. En este sentido, con las siguientes
actividades se pretende expresar la generalidad a través de observar, buscar
regularidades, establecer patrones y conjeturas hasta llegar al modelo algebraico.

Nota: En cada uno de los siguientes problemas completar donde sea necesario.

Problema 1. Observa la siguiente secuencia de niumeros cuadrangulares.

D 5 S S G BB

a) ¢Cuantos puntos contiene en total la figura con 2 puntos en su base?

b) ¢Y con 3 puntos en su base? ¢Y con 4 puntos en su base?

c) ¢Y con 7 puntos en su base? ¢Y con 325 puntos en su base?

d) De manera general, si n representa el numero de puntos de la base, escribe un
modelo algebraico que ayude a determinar cuantos puntos contiene en total una
figura con n puntos en su base:
O bien, al escribirla como funcion, se tiene: p(n) =
Donde p representa el nUmero de puntos en total que tiene la figura y n los puntos de la base.

En caso de que no hayas encontrado la funcion puedes seguir la siguiente sugerencia:

- Trata de visualizar un patrén de comportamiento en el conteo de los puntos.
- ¢ Presenta alguna relacion la forma de calcular el &rea de un cuadrado?

e) Utilizando la funcion que encontraste, ¢clantos puntos contiene en total la figura
con 250 puntos en su base? p(250) =
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Unidad 2: Funciones cuadraticas.

Problema 2. Observa la siguiente secuencia de niUmeros triangulares.

Ca B BN

a) ¢Cuéntos puntos contiene en total la figura con 2 puntos en su base?

b) ¢Y con 3 puntos en su base? ¢Y con 4 puntos en su base?

c) ¢Y con 7 puntos en su base? Y con 325 puntos en su base?

d) De manera general, si n representa el nUmero de puntos de la base, escribe un
modelo algebraico que ayude a determinar cuantos puntos contiene en total una
figura con n puntos en su base:
O bien, al escribirla como funcion, se tiene: p(n) =

En caso de que no hayas encontrado la funcion puedes seguir la siguiente sugerencia:

¢, Puedes utilizar tu estrategia anterior para resolver este nuevo caso?

Tratemos de transformar esta figura triangular en una figura cuya area se pueda
calcular sin ninguna dificultad como en la actividad 1. Veamos:

Por ejemplo, el nUmero total de puntos que tiene un triangulo con 4 puntos en su base
esl+ 2+ 3+4 =10 puntos. Veamos otra manera de obtener dicho resultado.

El triangulo de 4 puntos en su base (o cuarto numero triangular) se puede colocar

como sigue:
. L)
L] L] L L]
« o+ e |:> « o o
L] L] o o L] L J L] L]

Ahora, formemos un tridngulo igual al elegido (de 4 puntos en su base), lo colocamos
de manera invertida y los unimos para formar una figura. ¢ Qué figura se obtiene?
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Unidad 2: Funciones cuadraticas.

o x x x x L] x x b X L] x X X X
. > x x x : . . X X X : 4? . X x X
™Y £y ° X x L] L] L] x - L ] L] L] x e
e © o o x e o o o X ol o o o x

Se forma un rectdngulo con lados 4 y (4 +1), donde se puede ver que el ndieio total
de puntos del triangulo elegido (con cuatro puntos en su base) es igual a la mitad del
rectangulo formado, esto es, la mitad de su area. Asi,
b-a (4)(4+1) 20
H=———=—=—=10

p(4) = — > >
Para un triangulo con dos puntos en su base (segundo nimero triangular) se tienen 3
puntos en total, esto es, 1 + 2 = 3, 0 bien, hacemos:

. L] L] x x . x x
2
] ] @ - - @ [ ] L] x @ L] - *®
2+1
b-a (2)(2+1) 6
rQ)=—=—_=;=3
Continuando con tal estrategia, de manera general, para un triangulo con n puntos en
, . _n( ) . n2 , n
su base se tiene: p(n) = ——— , obien, p(n) == + >

e) Utilizando la funcion que encontraste, ¢cuantos puntos contiene en total la figura
con 351 puntos en su base? p(351) =

Problema 3. ¢ Cuantas diagonales tiene un poligono de n lados?

Solucién:
Primero analicemos cuantas diagonales genera un soélo veértice en diferentes
poligonos, para ello, completa la siguiente tabla:
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Unidad 2: Funciones cuadraticas.

NUmero de | Numero de | Elige un vértice, el Namero de NUmero de
lados de un vertices niamero de  vértices | diagonales que |veértices que no se
poligono. | que tiene el | disponibles para formar | obtienes a partir relacionan,
poligono. | las diagonales a partir del vértice incluyendo el
del vértice elegido es: elegido es: vertice elegido es:
4
5 5 2 2 3
6
10

Figura que ejemplifica el caso de un poligono de 5 lados:

Con base en la tabla, se puede generalizar de la siguiente forma:

- El'nimero de lados de cualquier poligono es igual al nimero de

- Al elegir un vértice, el numero de vértices disponibles para formar diagonales desde eI
vértice elegido es igual al nUmero de

- Entodo poligono, el nimero de vértices que no se reIaC|0nan incluyendo el vértice de partida
es: .

- En todo poligono, al elegir un vértice éste se relaciona con todos los vértices excepto 3,
entonces, el nimero de diagonales que se pueden trazar a partir de un vértice es:

- Por lo tanto, para un poligono de n lados se tiene: (completa la siguiente tabla como la anterior)

Entonces, el nimero de diagonales (desde un vértice del poligono) = nimero de lados o vértices
. Esto es, para un vértice, #d = n

De esta forma, ya puedes calcular el nimero de diagonales que genera un sélo
vértice. Ahora bien, para saber cuantas diagonales tiene en total un poligono de n
lados hay que sumar sus diagonales. Veamos como:

El nimero de diagonales que se obtienen a partir de un solo vértice es: (n — 3)
Para obtener la suma total de diagonales que se obtienen a partir de
dos vértices multiplicamos (n — 3) por 2, asi: 2(n — 3)

La suma total de diagonales a partir de tres vértices sera: _ (n—3)
Para n vértices se tiene: _ (n—13)

Figura 1
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Unidad 2: Funciones cuadraticas.

Por ejemplo, para un poligono de cinco lados (figura 1) la suma total de las diagonales
trazadas desde sus vértices es 10, esto es, 5(5—3) =10, lo cual es correcto. Pero
como se puede observar en la figura 1 solo tiene 5 diagonales diferentes y no 10, esto
porque las diagonales de cada vértice se cuentan dos veces, por ejemplo, la diagonal
AB se cuenta cuando eliges el vértice A y cuando eliges el vértice B.

Por lo tanto, para determinar cuantas diagonales tiene este poligono hay que dividir

. . 5(5-3 5(2 10 .

entre dos la suma total de las diagonales, asi: % = % =5 = 5 diagonales.
] . 4(4-3 41) 4 _

Para el poligono de cuatro lados se tiene: ( 5 ) — % =5 = 2 diagonales.

De manera general, para determinar cuantas diagonales tiene un poligono de n lados

se tiene: % =

O bien, al escribirla como funcion: d(n) = S GE

a) Utilizando la funcién que encontraste, ¢ clantas diagonales se pueden trazar en un
poligono de 100 lados? d(100) =

Problema 4. A una reunién asistieron 200 personas, si cada persona saluda con un
apretén de manos a cada una de las otras ¢cuantos apretones de manos hubo en
total?

Solucién:
Intenta encontrar el modelo que ayude a resolver el problema. En caso de que no hayas
encontrado la funcion puedes seguir las siguientes sugerencias:

Opcion 1. Trata de resolver casos particulares y observa qué sucede.

Recuerda que un saludo se da entre dos personas. Entonces,

Entre dos personas (A y B) hay: 1 saludo.

Entre tres personas (A, By C) hay: A con B, A con C,y B con C, en total 3 saludos.

Entre cuatro personas (A, B, Cy D) hay: Acon B, AconC,AconD,BconC,BconD,yC
con D, en total 6 saludos.

Entre 3 personas se dan 3 saludos, lo cual se obtiene sumando 1 + 2 = 3. Otra forma
de obtener este resultado es haciendo:

+ 1 2 En ésta expresion, ¢que representael 3y el 2 en el

o 1 3(2) numerador, y que representa el 2 en el denominador?
esto es, — =3
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Unidad 2: Funciones cuadraticas.

Entre 4 personas se dan 6 saludos, esto es 1 + 2 + 3 = 6. Que también se puede
obtener si hacemos:

1 2 3 En ésta expresion, ¢queé representael 4 y el 3 en el

3 o 1 estoes, 23 _ 6 nhumerador, y qué representa el 2 en el denominador?
2

4 4 4

Entre 5 personas se dan 10 saludos, esto es 1 + 2 + 3 + 4 = 10. Otra forma de obtener
el total de saludos es haciendo:

1 2 3 4
4 3 2 1 esto es, # =
5 5 5 5

Siguiendo tal estrategia, de manera general, si asisten n personas se dan
1+2+3+...+(n-1) saludos. Cuya suma es igual a:

1 2 3 .. h—-2 n-1
T )

n-1 n-2 n-3 .. 2 1 estoes, — =

n n n n n

Al escribirla como funcién, se tiene: s(n) = % =

a) Utilizando la funcién que encontraste, ¢,clantos apretones de manos se pueden dar
en total si asisten 200 pesonas a la reunién? s(200) =

Opcidn 2. ¢ Puedes aplicar las estrategias antes vistas para resolver este nuevo caso?
Analiza casos particulares, por ejemplo, si se tienen 10 asistentes el niumero de
saludos es:

T 10 1
1 2 (3[4|5|6 |7 (819|10]]
Xf{2 3|4 |5|6 |7 (81910
XIX|3 (4|56 |7 (8|9 |10
¥xIx|gx s |6 |7 89|10
XX |X|K[5 6|78 |9|10||10—1 Entonces,
XXX (¥ X6 7 (8|9 |10
X[ R % [ | @8 |9 |10 s(10) =
X% (X [X % [ |X 889 |10
X[ IR (& (x| 9 w0]
X X [X (XX K |X [ % |10

(0]
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Unidad 2: Funciones cuadraticas.

En el caso anterior asistieron s6lo 10 personas. De manera general, si asisten n

personas, el nUmero de saludos es: s(n) = S G

A este tipo de expresiones, donde la variable independiente esta elevada al cuadrado
reciben el nombre de funciones cuadraticas. Veamos un poco mas.

Problema 5. Escribe la férmula del area de un circulo en funcién del radio. ¢,Qué tipo
de funcién es?
Solucion: A(r) =

Problema 6. Se tienen 100 metros de malla y se quiere cercar un terreno rectangular,
expresa el area del terreno en funcién de su ancho (y) o su largo (x).

Solucién:
Recuerda que, el perimetro de un rectangulo es igual a :
y su area se calcula como

y Si se tienen 100 m de malla para rodear el terreno, entonces:

2x + 2y =

X y=_

Se pide expresar el area en términos de x 6 y. Entonces, en la formula del area A = xy
el lado derecho debe tener la misma variable. Para ello, despejemos una de las
variables de la ecuacién del perimetro y la sustituimos en la formula del area. Asi:

Al despejar x se tiene: x =
Al sustituir este valor se obtiene: A(y) = y( )= —y?+ 50y

Para reflexionar:
¢ Qué valores puede tomar y? ¢ Cuéles no? ¢Por qué?
¢, Cudles son las dimensiones del terreno para obtener la maxima area?

Problema 7. El director de un teatro estima que si cobra $30 por localidad, podria
contar con 500 espectadores. Y que por cada $1 de descuento estima 100 personas
mas. Calcular los ingresos obtenidos en funcion del numero de rebajas del precio.

Solucidén: (Completa la siguiente tabla)

Descuento 0 1 2 3 ce X

Precio $30 $(30-1) $(30-2) $(30-3)

83



Unidad 2: Funciones cuadraticas.

Numero de

espectadores 500 500+ 100(1) 500 +100(2) 500 +100(3)

Ingresos (1) (30)(500) | (30— 1)[500 + 100 (1)] | (30-2)[500 + 100 (2)] | (30— 3)[500 + 100 (3)]

I(x) =

Para reflexionar: ¢ Cuanto debera descontarse para obtener el maximo ingreso?

Como recordaras una funcion lineal es de la forma y = ax + b, y las actividades
anteriores dieron lugar a expresiones de la forma y=ax?+bx+c, con
a,b,c €ER y a # 0, que reciben el nombre de funciones cuadraticas o también
llamadas funcién polinébmica de grado dos.

Ahora veamos otra forma de poder identificar y diferenciar cuando cierta situacion
genera o representa una funcion cuadratica, esto es, mediante una tabla de valores.

Actividad 1. Las siguientes tablas representan una funcion ¢ cuél de ellas representa
a una funcioén lineal y cuél a una funcién cuadratica?

a) b)
X y X y
-3 14 -3 31
-2 11 -2 17
-1 8 -1 7
0 5 0 1
1 2 1 -1
2 -1 2 1
3 —4 3 7

Sin duda, puedes darte cuenta cual representa a una funcion cuadratica al observar la
relacion entre la variable y y la variable x, y determinar el modelo algebraico, o bien,
hacer las gréficas correspondientes. Otro método que nos permite hacer este analisis
es el explorar la variacién calculando las primeras y segundas diferencias de la funcion.

Las primeras diferencias se calculan restando dos términos consecutivos de la
sucesion (valores de y); y las segundas diferencias, restando dos términos

consecutivos de las primeras diferencias.

Para calcular las primeras y segundas diferencias de una funcion, la tabla de valores
debe estar compuesta de manera que las diferencias en x sean constantes.

Asi, las diferencias quedan como sigue:
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Unidad 2: Funciones cuadraticas.

Para a) las primeras y segundas diferencias son:

X y Diferencia en X Primeras diferencias en y Segundas diferencias
-3 | 14

-2 |11 1 11-14=-3

-1 8 1 8—-11=-3 -3-(-3)=0

0 5 1 5-8=-3 —-3-(-3)=0

1 2 1 2-5=-3 —-3-(-3)=0
2 | -1 1 -1-2=-3 -3-(-3)=0
3 | -4 1 —4-(-1)=-3 -3-(-3)=0

De la tabla, se puede observar que los resultados de las primeras diferencias en y son
constantes, es decir, se tiene el mismo resultado.

Para b) las primeras y segundas diferencias son:

x y Diferencia en x Primeras diferencias en y Segundas diferencias
-3 |31

-2 | 17 1 -14

-1 | 7 1 -10 -10-(-14)=-10+14=4
0 1 1 -6 -6-(-10)=-6+10=4
1 | -1 1 -2 -2-(-6)=-2+6=4

2 1 1 2 2-(-2)=24+2=4

3 1 6 6-(2)=6-2=4

De la tabla, se puede observar que los resultados de las segundas diferencias son
constantes, mientras que las primeras diferencias no lo son.

¢, Como determinas qué tabla representa a una funcién cuadratica y cuél a una lineal,
con base a los resultados de las primeras y segundas diferencias?

Actividad 2. Calcula las primeras y segundas diferencias de las funciones:
a) y=—x*+3x+4 b) y=5x—-2 C)y=§x2+4x—6 d) y=-7x+
3, para x=-1, 0, 1, 2, 3.

Solucion:
a) y = —x? + 3x + 4, para esta funcion se tiene:

x y=—-x?+3x+4 Diferencia en x Primeras Segundas
diferencias en y diferencias

-1 [y=—(-1)2+3(-1)+4=0
0 |y=—(02+30)+4=4 0-(-1)=1 4-0=4
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1 6 = 6-4=2 2-4=-2
2 6 2-1 6-6=0 0-2=-2
3 4 -2= 4-6=-2 -2-0=-2

De la tabla podemos decir que para una funcidon cuadratica los resultados de las
segundas diferencias son , Mmientras que las primeras
diferencias en y son

b) y = 5x — 2, en esta funcion tenemos: (Completa la siguiente tabla)

Primeras Segundas
x |y=5x—2 . . . ;
diferencias en y diferencias
-1|y=5(-1)—-2=
y=50)-2=
y=51)-2=

WIN| =[O

De la tabla podemos decir que para una funcion lineal los resultados de las primeras
diferencias en y son , mientras que las segundas diferencias

son

C) y= gxz + 4x — 6, completando la siguiente tabla:

) :
X y=tx?4dx—6 ' P.rlmeras S.egundz.ls
3 diferencias en y diferencias

WIN| RO

Las primeras diferencias en y son
Las segundas diferencias son

¢ Qué pasacond) y=—7x+ 3 ? (Completa la siguiente tabla)

X |y=-7x+3 Primeras Segundas
diferencias en y diferencias

WIN|RPR[Of
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Las primeras diferencias en y son
Las segundas diferencias son
Con base a lo anterior, se puede concluir que:

Si las primeras diferencias son costantes, entonces, la funcidon que representa esta
tabla es :

Si las segundas diferencias son costantes, entonces, la funcién que representa esta
tabla es

Ejercicios 2.1

1) Observa la siguiente secuencia de figuras y contesta lo que se te pide.

a) Si la figura tiene 5 cuadrados en su base, ¢ cuantos cuadrados del mismo tamafio
(de su base) contendra la figura en total?

b) ¢ Cuantos cuadrados en total tendra una figura si su base consta de 55 cuadrados?

c) ¢,Cuantos cuadrados tendra la figura que tiene n cuadrados en su base?

2) Después de varios dias de observacion un biélogo planted una hipétesis acerca del
comportamiento de las mariposas. “El numero de mariposas que se ven en el campo
es directamente proporcional al cuadrado de la temperatura”. Para una temperatura
de 32° C, el bi6logo contd 81 mariposas.

¢,Cuantas mariposas habra cuando la temperatura sea de 15° C?

3) Hay un terreno rectangular muy grande en el que se construira un parque con varias
zonas, de tamafio y forma diversos. Imagina que eres parte de la comision encargada
del disefio de las calles de acceso a las distintas zonas. Como es de esperar, se tiene
que invertir la menor cantidad de dinero en abrir calles de acceso a las distintas zonas.
La tarea de la comisién consiste en encontrar el nimero de calles que se requeriran
para crear 30 zonas. Recuerda que se necesita la menor cantidad de calles.

4) La distancia de seguridad que deben guardar los coches entre si, en circulacién, se
organiza en la tabla siguiente:
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Velocidad (km/h) | Distancia de seguridad (m)
10 1
28 g Expresa la distancia de seguridad en
0 16 funcién de la velocidad.
50 25

5) Expresar el area del triangulo equilatero en funcion del lado. ¢Qué funcion se
obtiene?

6) Si a un cuadrado le aumentamos 6 unidades a un par de lados
opuestos, calcula el area del rectangulo en funcién del lado x
del cuadrado.

7) Construccion de un rectangulo bajo ciertas condiciones y calculo de su area, donde
su base sea una magnitud x.

a) Construye un rectangulo de tal manera que: se encuentre en el primer cuadrante,
uno de sus vértices sea el origen del sistema coordenado; otro vértice se encuentre
sobre la recta y = —2x + 8, donde el segmento que une a éstos vértices sea una
diagonal del rectangulo.

b) Bajo estas mismas condiciones, ¢cuantos rectdngulos se pueden construir?
Construye al menos 4.

Con base a los rectangulos que se pueden obtener en b), responde el resto de los
incisos.

c¢) Construye una tabla en donde se muestre la longitud de los lados de cada rectangulo
y sus areas correspondientes.

d) Determinar el area de un rectangulo donde su base sea una magnitud x.

e) ¢ Existe un rectangulo que tenga un area de 9cm??

f) Describe lo que observas respecto al comportamiento del area de los rectangulos.

g) ¢ Existe un valor de area maxima en donde sélo exista un rectangulo con esa area?
¢, Puedes calcular el valor del area y las dimensiones de ese rectangulo?
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8) Calculando las primeras y segundas diferencias, determina cuél de las siguientes
tablas representan a una funcién cuadratica.

a) b) C)

x| =3 |-2]-1 0 1 2 x| —=2|-1] 0 1 2 3 x | —1 0
27 113 3 | -3|-5]|-3 y|17 |11 | 5 | —-1| =7 | —13 y|30] 8 | 72|78

9) Calcula las primeras y segundas diferencias de las funciones:
a) y=2x*2—4x-3 b) y=—-6x+5 C)y=—§x2+3x+8
para x =—1, 0, 1, 2, 3.

2.2 Estudio grafico, analitico y contextual de la funcién:
y = ax?* + bx + ¢, en particular: y=ax®>, y=ax*+c,y=a(x—h)®>+k

En el capitulo anterior se analizé la variacion lineal y cuadratica de una funcién, pero,
¢,qué mas las hace diferentes? ¢ Como es la grafica de una funcion cuadratica?

Actividad 1. Traza la gréafica de la funcion y = x2 .

Solucion:

Para trazar la grafica de una funcidon recuerda que, x representa a la variable
independiente y puede tomar cualquier valor numérico. Mediante una tabla
encontremos los valores correspondientes para y sustituyendo el valor de x en la
funcion, asi:

x |y=x?
-3 |y=(=3)?%=9
-2 |y=(-2)?%=4 . :
) 1 De la tabla se obtienen las parejas ordenadas
0 0 (_31 9)1 (_zl 4)) (_11 1)' (Ol 0)' (1l 1)' (2l 4) y (3; 9)
1 1
2 |y=12)?2*=4
3 9
a =g *
......................... e =
.......................... 7 :
.......................... 6
g |- i
.................. 955 S S U0 T S0
__________ bbby
Ubicamos estos puntos en el plano cartesiano: o B B M o
...................... A58 Y W 750 s 25

0% H ‘r
-5-4-3-2-11;,01 2 3 45
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o

[EETEIES SRR SNSRI, & Ci =

Los unimos mediante una curva suave.

La gréfica resultante recibe el nombre de parabola. o\ gl

SA4-3-2-1

AR ERN

Para practicar un poco mas el trazo de las funciones cuadraticas, realiza la siguiente
actividad.

Actividad 2. Traza las gréficas de las funciones: a)y = x? —4x — 2

b) y=-x*-2x+5 c) y=2x2+4x+2 d)y=—§x2—1
Solucién:
a) x |y=x?—4x-2
-1 |[y=(1)2-4(-)-2=3
0 |y=(@0)2-4(0)—-2=-2
1 |y=(1)2-41)-2=-5
2
3
4
5
b) x |y=—-x?-2x+5 dg
—4 |y=—(-4)?-2(-4)+5=-3 5
_3 .AA% .............................. d .........................
-1 T2
0 ...a; ..... ‘....,......‘é ............. a ........................
1 954321101 2 3 4
ERAREURE
AR AL S L ............ i S R
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— 5.2 -8
C) X |y=2x"+4x+2 7
-3 |y=2(-3)?+4(-3)+2=8 | i Y
-1 > 4
0 1
1 )
,1 .........................
‘0
65432101234
2]
11
0
) y=-3x -1 5-4-3-2-110123 45
_2-
.3-
—_— 4|
_Sl
-6 |
-7 |
-8 |

Como se puede ver, la grafica de una funcion cuadratica presenta diversas
caracteristicas. Por ejemplo:

- Algunas abren “hacia arriba” y otras “hacia ”, a este comportamiento se le llama
céncava hacia arriba y cdncava hacia abajo, respectivamente.

- Dado que una gréfica se lee en el plano cartesiano de izquierda a derecha, se observa que
algunas comienzan a crecer hasta llegar a un punto maximo y después comienzan a decrecer,
0 bien, inician decreciendo hasta llegar a un punto minimo y después comienza a

A este punto maximo o minimo tambien se le conoce como el vértice de la pardbola. Que
ademas, es por donde pasa su eje de simetria.

- Laparabola presenta cierta simetria, partiendo del caso mas caracteristico, y = x2, el valor
de la ordenada y es igual para x y —x. Esto provoca que la gréfica sea simétrica respecto al
eje y.
La recta del eje de simetria resulta importante cuando se trata de graficar una funcion
cuadratica, pues divide a la pardbola justamente a la mitad, es decir, cualquier punto de la
parabola tendra un punto homélogo al otro lado de este eje.
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Estas son sélo algunas caracteristicas pero existen mas, analicemos cuéles son y a
qué se debe.

Como te habras dado cuenta, para trazar la grafica de la mayoria de parabolas es muy
fastidioso y pesado, por ejemplo para trazar la graficade y = x? — 32x + 259, sin lugar
a dudas a de costar un poco de trabajo, ¢ habra un método mas eficiente?

Como recordaréas, para trazar la grafica de una funcién lineal basta con utilizar la
pendiente y la ordenada al origen, aqui se pretende algo similar. Para trazar la grafica
de una funcion cuadrética bastara con utilizar el significado de los parametros en
cuestion. Para ver como se hace, hagamos un andlisis por casos, primero, veamos
qué pasa con la familia de parabolas de la forma y = ax?.

Caso 1: y = ax?,

1. Si ya conoces la gréafica de y = x2, ¢como seran las graficas de y = 2x?, y = 3x2,
y = 5x2%? Comprueba
tu respuesta trazandolas en el siguiente plano cartesiano. (Usa colores diferentes
para que las diferencies)

Figura 1
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Unidad 2: Funciones cuadraticas.

a) ¢ Qué comportamiento observas entre las parabolas?

b) ¢ En qué se parecen las graficas y en qué se diferencian?

c) ¢Qué pasara con la grafica de y = 13x2?

Comprueba tu respuesta trazando la gréafica en el plano de la figura 1.

2. Para que una grafica sea “mas abierta” que la grafica de y = x2, un estudiante dice
que el valor del coeficiente de x? debe ser mayor que 13, otro estudiante dice que
debe ser -1, -2, -3, etc. ¢Quién tiene la razon? ¢Porqué? Si no concuerdas con
ellos, menciona un posible valor del coeficiente de x? que cumpla con dicha
condicion.

3. ¢ Qué pasa con las graficas de y = gxz, y =0.6x2%, y= %xz?

Comprueba tu respuesta trazandolas en el plano de la figura 1.

a) ¢ Qué comportamiento observas entre las parabolas?

b) ¢ En qué se parecen las gréaficas y en qué se diferencian?

c) ¢Qué pasara con la grafica de y = 0.1x2?

Comprueba tu respuesta trazando la grafica en el plano de la figura 1.
4. ¢ Qué pasara con las graficas si los coeficientes de x tienen signo negativo?
a) Por ejemplo, ¢como sera la grafica de y = —x? ? Un estudiante dice que la nueva

grafica se desplazara a la izquierda, otro dice que “abre” hacia la izquierda. ¢, Quién
crees que tenga la razon?

Comprueba tu respuesta trazando la grafica en tu cuaderno.

b) Y como seran las gréficas de y = —2x%, y = -3x?, y=-5x%? y y=—13x2

Comprueba tu respuesta trazandolas en tu cuaderno, junto con la parabola anterior.
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c) Y qué pasa con las graficas de y = —%xz, y =—-0.6x2%, y= —%xz

Comprueba tu respuesta trazdndolas en tu cuaderno, junto con las anteriores.

Con respecto a las parabolas de la forma y = ax? podemos decir que:
- Las graficas son concavas hacia arriba cuando
- Y son concavas hacia abajo cuando
- Las graficas se hacen cada vez més “cerradas” cuando
- Y se hacen cada vez mas “abiertas” cuando

Por otra parte, analicemos cuales seran las coordenadas del vértice y el eje de simetria
de una parabola de la forma y = ax?, para esto:

5. Completa la siguiente tabla:

y = x? y = 4x? y = 0.3x2 y = —5x2 y = —3/4x? y = ax?
Concavidad Arriba
Coordenadas del Punto Minimo
Maximo/Minimo (0,0)
Vértice (0,0)
Eje de simetria x=0

Ahora, analizaremos qué le pasa a la gréafica de la funcién y = ax? al agregarle una
constante. Si se suma 1, 2, 5, etc., a la funcién y = ax? se obtiene una nueva funcion
y = ax? + c, ¢sufren algiin cambio las nuevas gréaficas?, veamoslo:

Caso 2: y=ax*+c.

1. Sialafuncion y = x? se le suma 1, esto es, y = x% + 1, ¢qué sucede con la nueva
grafica, sufre algin cambio?
Comprueba tu respuesta trazandola en el plano de la figura 2.

2. ¢Qué sucede con las graficasde y=x2+2, y=x2+5, y=x2+7?

Comprueba tu respuesta trazandolas en el plano de la figura 2. (Usa colores
diferentes)

a) ¢ Qué comportamiento observas entre las parabolas?
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b) ¢ En qué se parecen las gréaficas y en qué se diferencian?

3. a) ¢Qué sucede con la gréfica de y = 5x2 al sumarle 1, 2 6 4 unidades, esto es,
y =5x%2+ 1,y =5x% + 2,y = 5x? + 4? Trazalas en el plano de la figura 3.

b) Siselesuma6ay = 0.2x2, estoes, y = 0.2x2 + 6 ¢la nueva gréafica tendra el mismo
comportamiento que las graficas anteriores? Trazala en el plano de la figura 4.

-8 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 |01

Figura 2

2 3 1 5....6 T 5.........
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4. Un estudiante dice que la gréafica de y = —x2 + 1 se desplaza hacia abajo 1 unidad
con respecto a la gréafica de y = — x?, porque el coeficiente de x? tiene signo negativo,
¢ seré cierto o falso? ¢ Por qué?

Comprueba tu respuesta trazando la gréafica en la figura 5.

5. Con respecto a la grafica de y = —x?, ¢ Cémo se desplazan las graficas de y = —x? +
2, y=—x*+5y y=-x%2+97?

Comprueba tu respuesta trazandolas en el plano de la figura 5.

a) ¢ Qué comportamiento observas entre las parabolas?

b) ¢ En qué se parecen las graficas y en qué se diferencian?

6. ¢Qué pasa con las graficas si en lugar de sumar una constante a las funciones
anteriores se le resta?

Comprueba tu respuesta trazando las graficas en los planos correspondientes.
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Con base al caso 2 y a la expresion y = ax? + ¢ podemos concluir que:

Las graficas se desplazan verticalmente ¢ unidades hacia arriba cuando

Las graficas se desplazan verticalmente ¢ unidades hacia abajo cuando

Por otra parte, tenemos que analizar las coordenadas de su vértice y su eje de

simetria.

7. Completa la siguiente tabla.

y=x%| y=x2+2 |y=5x2—-7 | y=—4/5x*—-1 | y=-3x*4+4 | y=ax’+c
Concavidad Abajo
Coordenadas del Punto Maximo
Maximo/Minimo (0,4)
Vértice 0,-1)

Eje de simetria

Ahora, veamos qué sucede si se le suma o sustrae cierta cantidad a x.
Caso 3: y = a(x — h)?.

1. Si ya conoces la grafica de y = x2, ¢coémo sera la gréfica si en esta funcién a x le
sumas 1, esto es, si y = (x + 1)?? Comprueba tu respuesta trazandola en el plano

de la figura 6.

2. ¢Qué pasara con las graficasde y = (x +2)?, y=(x+4)?, y=(x+7)%??

fo gt

Figura 6
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Un estudiante dice que las graficas se recorren hacia la derecha porque se esta

sumando 2, 4y 7. ¢ Sera cierto o falso?
Comprueba tu respuesta trazandolas en el plano de la figura 6.

a) ¢ Qué comportamiento observas entre estas parabolas?

b) ¢ En qué se parecen las graficas y en qué se diferencian?

3. Si ahora tienes la grafica de y = 3x?, y a x le sumas 1, se obtiene y = 3(x + 1)?, un
estudiante dice que la nueva grafica se desplaza hacia arriba porque se esta

sumando 1 ¢es cierto?

4. Otro estudiante dice, sise sumalaxeny = —x? estoes,y = —(x + 1)?, la nueva

gréfica se desplaza 1 unidad hacia abajo por el signo negativo ¢ sera cierto?

5. Con respecto a la grafica de y = x?, ¢qué sucede si en lugar de sumar se le resta
cierta cantidad a x? Esto es, ¢COmo se desplazan las gréficas de las funciones

y=@x—-1% y=x-2)%y=(x—-4>y=((x—-7)>?

Comprueba tus respuestas trazandolas en el plano de la figura 6.

Con base al caso 3y a la expresion y = a(x — h)? podemos concluir que:

La gréfica se desplaza horizontalmente h unidades hacia la derecha cuando

La grafica se desplaza horizontalmente h unidades hacia la izquierda cuando

Por otra parte, analicemos las coordenadas del vértice y el eje de simetria de una

pardbola de la forma y = (x — h)2.

7. Completa la siguiente tabla.

y=x? | y=x-2)? | y=03x+1)? | y=—(x+6)? | y=4(x—3)2 | y=a(x—h)?
Concavidad Arriba
Punto Minimo
Maximo/Minimo (=3,0)
Vértice (=3,0)
Eje de simetria x= -3
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Caso4: y=a(x—h)?+k.

1. Con base en la gréafica de y = x?, realiza el bosquejo de las siguientes funciones
aplicando sélo los desplazamientos correspondientes. a) y =5(x —1)% + 2

b) y=—(x+3)2-1 c) y=3(x—2)2—4 d) y=—2(x+1)2+3

Solucioén:
a)
8 £ !
g ; S
: (e
| L 1] i : 0 !
i 4 4 -3 -2 -1 3 4 -4 -3 -2 -1 [0 2 31 4
== -3} i =t ! 3 ; !
-z 2 2 i Z :
y = x%: gréfica de y =5x2%. el 5 hace y=5(x—-17% el -1 y=5x—-1%+2: el

base o referencia. que la parabola se hace que la parabola
De manera similar, resuéfVé &M@ de los incR§ggueva una unidad

2 hace que Ila
parabola se mueva

a la derecha. dos unidades hacia
arriba.
Para trazar b) y = —(x + 3)? — 1, hacemos:
S 5 5 5
4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
1 2 2 2
v v v
-5 -4 3—2-‘_1101 2345 —5-4-3—2-1_-:'1 2346 -5-4-3-’2-!‘-2'1 2 34656 -5-4-3-’2-!‘{)1 2 34656
3 3 3 3
-4 -4 -4 -4
-5 -5 -5 -5
y = x?%. gréfica de y = —x?%: el signo — y=—(x+3)? el +3 y=-(x+3)*-1: el
base o referencia. hace que la parabola hace que la parabola —1 hace que Ila
se se parabola se
Para trazar c) y = 3(x — 2)? — 4, hacemos:
S 5 5 5
4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
1 2 2 :
v v v
-5-3—2-‘_1101 2345 —5-4-3—2-1_-:'12]45 —5—4-3-’."-!‘-1312345 —3—4-3—'2-!_».1234:
3 3 3 3
-4 -4 -4 -4
-5 -5 -5 -5
y=x% grafica de y=(x-2)% el -2 y=3(x-2)% el 3 y=3(x-2"-4 el
base o referencia. hace que la parabola hace que la parabola -4 hace que la
se se parébola se
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Para trazar d) y

s
4
n
9

W AN

5-4-3-2-1 0123465 5-4-3-2-1 012 345
2 -2
-3 -3
-4 -4
-5 -5
y = x?%. gréfica de y=x+1% el 1
base o referencia. hace que la parabola
se

2. Completa la siguiente tabla.

Unidad 2: Funciones cuadraticas.

—%(x + 1)% + 3, hacemos:

W AN
W AN

4-3-2-1 01 2 3 465 5-4-3-2-1 1/ 2-%3:4:8
< <
3 3
4 4
5 5
__1 2. 1 5 .
y=—;@&+1D% el y=—;&+1"+3:
nimero —ihace que el +3 hace que la
parabola se

la parabola

y=5@x—-1)2%+2 | y=—(x+3)? -1

T
=—-(x+1)%+3
y=3—-2p—4 | V= 20D

y=a(x—h)?+k

Concavidad

Punto
Maximo/Minimo

Vértice

(1,2)

(2,—-4)

Eje de simetria

x=-1

Como puedes ver, cada uno de los parametros de la funcién cuadratica escrita en su
forma estdndar y = a(x — h)? + k tiene su propio significado. Y con base a las tablas
anteriores se puede ver que en ésta expresion, (h, k) representa el vértice, aspecto
muy importante cuando se trata de encontrar el maximo o minimo de una funcién

cuadratica.

Por otra parte, para ver si las gréaficas que has trazado en cada caso son las correctas,
puedes comprobarlo utilizando Geogebra (software gratuito que puedes bajar a tu
teléfono o computadora), donde incluso, puedes darle animacién a cada parametro y
asi observar el comportamiento que este genera.

Actividad 4. Halla la expresion algebraica de la funcion correspondiente al
desplazamiento de la gréafica y = x?, segln se indica en cada caso:
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a) 4 unidades a la izquierda; 2 hacia abajo; abre en un factor de %; y es concava hacia
arriba.  y= ;(x )?

b) lunidad a la derecha; 3 hacia arriba; se cierra en un factor de 6; y es concava hacia
abajo. y= (x )?

Actividad 5. ¢ Cuanto vale a, hy k en las siguientes funciones?

a) y=—(x+1)>2 b) y = —7x? c) y=2x*-3 d y=5
a= a= a= =
h= h= h= =
k = k = k = =

Actividad 6. ¢Como describirias la grafica de la funcion y = —3(x +5)? — 4?

Actividad 7. Determina la expresion de la funcion que representa a cada una de las
siguientes graficas:
a)




Unidad 2: Funciones cuadraticas.

Solucién:

a) De acuerdo al andlisis anterior, en la forma estandar y = a(x — h)? + k el vértice
tiene coordenadas V (h, k). Entonces, al sustituir las coordenadas del vértice de esta
pardbola, se tiene, y = a(x —1)? + 5.

Para encontrar el valor de a basta con sustituir las coordenadas de un punto que
pertenezca a la parabola excepto el propio vértice. Por ejemplo, si se elige el punto
(0,3) setiene: 3=a(0—1)2+5
3=a(l)+5
donde a = -2.

Por lo tanto, la funcién que representa a esta graficaes: y = —2(x — 1)? + 5.

De manera similar, resuelve el resto de los incisos en tu cuaderno y completa:
by y= (x )? c)y= (x ) dy= (x )

e)y= (x )? fy= & )

Actividad 8. Traza las gréaficas de las funciones cuadraticas que cumplan con las
siguientes condiciones, y determina su expresion algebraica.

Grafica 1: Grafica 2:
a) Es concava hacia abajo. a) Es concava hacia arriba.
b) Eje de simetria: x = 4 b) Eje de simetria: x = 0
c) Pasa por el punto: (—1,—-2) c) Pasa por el punto: (3,—4)
d) Punto méaximo: (4, 5) d) Punto minimo: (0,—7)
S 4
La E 1] 0. I N
-5-4-3-2-1 01 2 3 4 5
3 -1
2 -2
1 -3
[ 1ol T 1 [ I I 1 1 [y Lt
-2-1 0123 4567 8
-1 1 -5
-2 -6
._3. 7
-4 8

Actividad 9. Sin graficar, determina la concavidad; el punto maximo o minimo; el vértice
y su eje de simetria de las siguientes funciones:
a) y=—-2(x+3)?
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Concava hacia , tiene punto sus coordenadas son ( , )
Su vértice es el punto ( : ) ¥ la ecuacion de su eje de simetria es

b) y = 7x?

Concava hacia , tiene punto sus coordenadas son ( , )
Su vértice es el punto ( : ) y la ecuacion de su eje de simetria es

5
c) y=j(x-1)*+4
Cdncava hacia , tiene punto sus coordenadas son ( : ).
Su vértice es el punto ( : ) y la ecuacion de su eje de simetria es

—__3.2
d y= =X 9
Cdncava hacia , tiene punto sus coordenadas son ( , ).
Su vértice es el punto ( : ) ¥ la ecuacion de su eje de simetria es

e) y=6(x+%)2+4

Cdncava hacia , tiene punto sus coordenadas son ( , ).
Su vértice es el punto ( : ) y la ecuacion de su eje de simetria es

3
f) y = —ZXZ _E
Cdncava hacia , tiene punto sus coordenadas son ( , ).
Su vértice es el punto ( : ) y la ecuacion de su eje de simetria es

Ejercicios 2.2

1) Escribe cual fue el desplazamiento aplicado a la funcion y = x? para obtener cada
una de las siguientes expresiones:
a) y=x?-5 b) vy = —2(x + 3)? c) y=02(x—1)2+4

2) Haz un bosquejo de la grafica de las siguientes funciones aplicando soélo los
desplazamientos correspondientes a la gréafica de y = x2:

a)y =—6(x+8)%—3 b)y == (x—5)%+2 y=—-(x—4)2%—-1
d) y=9x2+2 e) y = —0.25(x + 3)2 f)y = 12x2

3) Asocia cada una de las funciones cuadraticas con su grafica correspondiente.

i) i)

103



Unidad 2: Funciones cuadraticas.

a)y=2(x+3)?%+1
b)y=2(x+1)?%-3
c)y=2(x—-3)*+1
d)y=2(x—-1)2+3
e)y=2(x+3)?%-1
fy=2(x—-3)2—-1
9)y=2(x—-1)>-3
h)y=—2(x—3)2+1
) y=-2(x+1)*+3
Dy=-2(x—1)?%?+3
K)y=—-2(x+3)2-1

4) Halla la expresion de la funcién cuadratica que cumpla con los requisitos que se
piden en cada caso.

a) Su gréfica interseca al eje y en (0, 3) y su vértice es V (1, 2).
b) Su grafica pasa por el punto (1,—1) y su punto minimo es (-2, —-5).

€) Su punto maximo es (—% 6) y pasa por el punto (5, 1).

5) Determina la concavidad; el vértice; el punto maximo o minimo; y el eje de simetria
de las siguientes graficas.
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6) Determina la expresion de la funcidn que representa a cada una de las siguientes
parabolas:

2.3 Formaestandar y=a(x—h)?> +k.

¢Coémo trazas la grafica de la funcion y = —2x%+ 12x —8 aplicando los
desplazamientos correspondientes?

Ciertamente, la grafica de esta funcion es concava hacia abajo y se cierra un poco
dado que el coeficiente de x? tiene signo negativo y es mayor que 1. También se sabe
gue cortara al eje y en —8 que es el término independiente. Pero, ¢,cudl es su vértice?
¢,Cuanto se desplaza horizontalmente o verticalmente?

Como te habras dado cuenta aun no podemos contestar estas preguntas. Para ello,
necesitamos convertir la funcidn escrita en forma general a su forma estandar, es decir,
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de la forma y=ax?+bx+c 5 y = a(x —h)? +k, utilizando el Método de
Completar un Trinomio Cuadrado Perfecto (TCP).

EJEMPLO 1. Traza la gréfica de la funcion y =x%+ 4x —5 aplicando soélo los
desplazamientos y transformaciones correspondientes.

Solucion:
Hay que convertir esta funcion a la forma estandar. Para ello, utilizamos el método de
Completar un Trinomio Cuadrado Perfecto (TCP). Asi:

y=(x*+4x) -5 Agrupamos las x.

y=(x*+4x+(2)2) —5-(2)* Secompletael TCP para x.
y=(x+2)>—9  Sefactorizael TCP y se realiza la suma —5 — (2)2.
Se aplica el significado de cada uno de los parametros,

y se obtiene la gréfica de lado derecho.

EJEMPLO 2. ¢ Cudl es el vértice de la funcion y = —2x% + 12x — 8 ?

Solucion:

Hay que convertir esta funcién a la forma estandar. Asi:

y = (—2x?+12x) —8  Agrupamos las x.

y =—2(x*—-6x)—8 Sefactoriza —2.

y=-2(x?—-6x+(—3)%) —8—(=2)(—3)*> Secompleta el TCP para x.
y=—-2(x—3)2+10 Se factoriza el TCP y se suma —8 + 2(—3)2.

De la forma estandar se puede deducir que el vértice es V(3 , 10).

EJEMPLO 3. La funcién y = 3x? + 2x — 5 tiene punto maximo o minimo? ¢Cudles
son sus coordenadas?

Solucion:
Observando la funcion se puede afirmar que es concava hacia arriba, por lo tanto,
tiene punto minimo. Para encontrar sus coordenadas hacemos:

y = (3x% + 2x) — 5 Agrupamos las x. Observa que:
— 2,2 : 2
y=3(x"+ Ex) —5  Sefactoriza el 3. S 2 1
2 2 e e = -
y=3 (x + 53X + (3) ) 5-3 (3) Se completa el TCP para x.

2 6 2
y=3 (x + g) - 1? Se factoriza el TCP y se suma —5 — 3 G) .
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De la forma estandar se puede deducir que las coordenadas del punto minimo son

(1 16)
3’ 3/°

Actividad 1. Determina la concavidad, el vértice, el punto minimo o maximo y el eje
de simetria de las siguientes funciones cuadraticas:

a) y=3x?—-12x+ 16 b) y = 7x? + 14x c) y=—5x%—40x —43
d) y=—4x?+2x+1 e) y =2x%+5x—15 fy y=—x%+3
Solucién:

Para poder determinar estos elementos hay que convertir cada funcion a la forma
estandar.

a) y = 3x% — 12x + 16 , hacemos:

y=( )+ Agrupamos las x.
y = 3(x? ) + Se factoriza el
y=3(x%?—  x+( )»+16-3( )2 Se completa el TCP para x.
y =3(x— )2 + Se factoriza el TCP y se suma

De aqui, se puede deducir que:
La concavidad es hacia . El vértice es ( , )
Tiene punto en ( , ). Y el eje de simetria es x =

Siguiendo el procedimiento sin justificacion verbal, tenemos:

b) y = 7x% + 14x , hacemos: c) y = —5x% — 40x — 43 , hacemos:
y=( ) _ _

y=762 ) 0w T

y=7(x*+ x2+ ¢ »-=-7C ) y = :(xz + x+( )D)-
y=7(x+ )° - y=__ (x+ )2

De aqui, se puede deducir que:

La concavidad es hacia

El vértice es ( , )

Tiene punto en ( , ).
Y el eje de simetriaes x =

De aqui, se puede deducir que:

La concavidad es hacia

El vértice es ( : )

Tiene punto en ( : ).
Y el eje de simetria es x =

d) y = —4x? + 2x + 1, hacemos: e) y = 2x% + 5x — 15, hacemos:
y=( ) + y=( ) -
y=__(x* )t y=__(x* ) -
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y=__(* x+( )+ y=__(* x+( ))—
y=__[( ) y=__(x )

De aqui, se puede deducir que: De aqui, se puede deducir que:

La concavidad es hacia . La concavidad es hacia

El vértice es ( : ) El vértice es ( : )

Tiene punto en ( , ). Tiene punto en ( ,
Y el eje de simetriaes x = : Y el eje de simetria es x =

f) y = —x? + 3, se puede deducir que:

La concavidad es hacia .

El vértice es ( , ), tiene punto en ( , ).
Y el eje de simetria es x =

Ejercicios 2.3

1. Determinar la concavidad; el vértice; el punto maximo o minimo; su eje de simetria
y bosqueja la gréafica de las siguientes funciones cuadraticas:

a) y=x*+2x—-7 b) y = —x?+5x— 10 c) y=2x2+6x+5
d) y=x%2+4 e) y=—4x*+24x—8 fyy=3x2-7x—1
g y=—-x>-9 h) y = 5x2 — 3x ) y=—7x%+ 14x

) y=—6x2—48x+9

2. ¢ Cudl es el vértice de la funcion cuadratica y = ax? + bx + ¢?

2.4 Ceros de la funcion.

Actividad 1. Determina las soluciones o raices de las siguientes ecuaciones
cuadraticas y traza la gréafica de la funcién asociada a cada una.

a) 2x2—4x—6=0

b) —x2—3x+4=0

Solucion:
a) Utilizando cualquier método algebraico para resolverla (realiza tus procedimientos
en tu cuaderno), las soluciones o raices son: x; = -1 yx, =3
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Para trazar la grafica de la funcién asociada a una ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ =
0 se requiere convertir la ecuacion a funcion, para ello, basta con sustituir al O por la
y, esto es, ax?+bx+c=0 — y=ax?+bx+c. Asi, en el caso de la ecuacion
cuadratica  2x% — 4x — 6 = 0 su funcién asociada es y = 2x? — 4x — 6 , por lo que
ya es posible trazar su grafica, haciendo una breve tabulacion y usando su simetria,
tenemos: b gy

X y=2x2-4x-6
-1 0
0 -6
1 -8
2 —6
3 0
Se obtuvieron dos raices:
reales diferentes
Gréfica:
b) Resolviendo con Tabla:
cualquier  método X y=-x2-3x+4
algebraico, las 2 0
soluciones o raices
son: ) -3 4
Se obt;cengn dos raices: ) 6
reales diferentes 1 6
xz = 0 4

Nota: Puedes llevar a la forma estandar la funcion asociada para localizar el vértice.

Actividad 2. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas y traza la grafica de su

funcion asociada. a) x2+6x+9=0 b) —3x2+12x —12=0

Solucién: Tabla: Grafica: -

a) Resolviendo con X V=X + 6x+9 6
cualquier método 5
algebraico, las -5 4 4
soluciones o] —4 1 3
raices son:

-3 0 2
X1 = -2 1 1
-1 4 i i t 4+ 1 P 10! 4 i
Xy = -e-7~e-5<4~3-2-11o12
Se obtienen dos raices que son: i
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b) Tabla: Grafica:
Resolv_iendo ~con X y=-3x2+ 12x- 12 3
cualquier método 2
algebraico, las 0 —12
soluciones o raices 1 -3 (1)
son: : ’ 5
v = 2 0 —4-3-2-110123456
17 3 -3 g 2
X, = 4 —12 i
2 -3
-4
_5 >
-6
Se obtienen dos raices que son: ‘ =

Actividad 3. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadréticas y traza la grafica de su

funcion asociada. a) 3x2—-6x+5=0 b) —2x2—-8x—-9=0
Solucioén: o
) Resolviend Tabla: Grafica:

a esolviendo con — ,
cualquier  método X y=3x2-6x+5 N N TR e
algebraico, las 0 5 6
soluciones o raices 1 2

. 5
son:

2 5 4-
x1 = 3
2

X =
2 1

Sus dos raices son: e 0 O O i
.__2 :
A_3 |
Tabla: Grafica:

b) Resolviendo con Rl SR 00N RO S % St
cualquier  método X y=-2x2-8x-9 B
algebraico, las -3 -3
soluciones o raices 1
son: —2 -1 | | 1Ol [ | | Iy

1 -3 6-5-4-3-2-1 01 2 3 4
— -1
X1 =
-2
x2 = -3
-4
Se obtienen dos raices: ':
-7

De acuerdo con las actividades 1, 2y 3,
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a) ¢Cuéntas soluciones o raices tiene una ecuacion cuadratica? , que pueden
ser

b) ¢Observas las soluciones de cada ecuacion en su respectiva grafica?

c) ¢Qué relacion hay entre las soluciones de una ecuacion y la grafica de su funcion
asociada?

d) ¢Existe alguna relacién entre el nimero de veces que la parabola “toca o corta” al
eje x con el hecho de obtener “ceros” reales o complejos?

NOTA: A los puntos donde la grafica de una funcién “toca o corta” al eje X se le llaman
“ceros” de la funcién.

Con base a lo anterior, se puede concluir que:

Graficamente, las soluciones o raices de una ecuacién cuadratica son los valores donde la

parabola

Si la parabola corta al eje X, decimos que tiene ceros

Si la parabola sélo toca al eje X, decimos que tiene ceros

Si la parébola no corta al eje X, decimos que no tiene ceros , SUS ceros son
Actividad 4.

1. Encuentra los ceros de las siguientes funciones cuadraticas.
b)
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a)
Los ceros de la funcién son:
x1 = xz =

Y las raices de su ecuacién
asociada son:

Unidad 2: Funciones cuadraticas.

b)

Los ceros de la funcién son:

x1= x2:

Y las raices de su ecuacién
asociada son:

X1 = Xy =

Los ceros de la funcién son:

X1 = Xy =

Y las raices de su ecuacion

asociada son:

X1 = Xy =

b)
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c)
Los ceros de la funcién son:
X1 = Xy =

Y las raices de su ecuacion
asociada son:

01 2 3 4

Los ceros de la funcion son:

X1 = Xy =

Y las raices de su ecuacion
asociada son:

y = —9x2 + 24x — 16
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Solucién:
Como te habras dado cuenta, visualmente no es posible afirmar con precision cuales
son sus ceros, para ello, es necesario resolver la ecuacion asociada a la funcion.

a) Primero hay que encontrar la funcion que representa a la grafica, la cual ya puedes
hacer como se vio anteriormente. Asi,
y =a(x +1)> —5 Se sustituyen las coordenadas del vértice.

—2=a(0+1)> -5 Se sustituyen las coordenadas del punto (0,- 2) que pertenece a la parabola
para encontrar el valor de a.

—2+5=1a
a=3
Por lo tanto, la funcién que representa a la grafica es y = 3(x + 1)? — 5.

Segundo, hay que convertir la funcién a ecuacion y resolverla, cuyas soluciones son
los ceros de la funcién cuadratica:
y=3(x+1)%-5 — 3(x+1)2-5=0
3(x+1)2=5
(x+1*==

(x+1)—_\/E

3
5 1
x=-1 i\E donde X, = —2.29

w|u

|
+

= 0.29

Por lo tanto, los ceros de la funcién son: x; =0.291 y x, = —2.291
Observacion: la parabola corta dos veces al eje X.

b) En este caso ya conocemos la funcién de la parabola, sélo hay que convertirla a
ecuacion y resolverla, y = —=9x? + 24x —16 — 5 —9x2 + 24x — 16 = 0, cuyas

. 4 ~
soluciones son x;, = 3 (Resuélvela en tu cuaderno).

Por lo tanto, los ceros de la funcién y = — 9x2 + 24x — 16 son iguales y estos son x; , =
4

E .
Observacion: la parabola toca al eje X y se regresa.

Actividad 5. Dada la funciéon y = —6x% — 3x + 15, encuentra los puntos donde su
gréfica corta al eje X y el punto donde interseca al eje Y.
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Solucién:

Las coordenadas donde corta una gréfica al eje X son de la forma (x , 0). Observa que
la coordenada y es igual a cero, pero, hace falta la coordenada x. Para encontrarla
basta con sustituir en la funcién dada y = 0, asi, —6x% — 3x + 15 = 0 (es decir, la
funcién se convierte en ecuacion), donde al resolverla (hazlo en tu cuaderno) sus
raices son x; = —1.8, x, = 1.3. Por lo tanto, la gréafica de la funcién corta al eje X en
los puntos (-1.8, 0) y (1.3, 0).

Ahora bien, un punto situado sobre el eje Y tiene coordenadas (0 , y). Aqui, la
coordenada x es cero, falta encontrar la coordenada y. Para encontrarla basta con
sustituir en la funcién x = 0, asi, y = —6(0)? — 3(0) + 15, donde y = 15 (observa que
este valor es el término independiente de la ecuacion). Por lo tanto, la funcion corta al
eje Y en el punto (0, 15).

Actividad 6. Dada la gréfica de la funcién y = x? — x + 1, determina con precision las
coordenadas de los puntos indicados.

Solucion:

El punto A esta situado sobre el eje Y, por lo que sus coordenadas son de la forma

( , ). Para encontrar la coordenada y se sustituye x = 0 en la funcién,
obteniéndose y = (resuelve en tu cuaderno). Entonces las
coordenadas de Ason,A=( , ).

El punto B esta a la misma altura que A, por lo que sus coordenadas son de la forma
( , ).Puesto que B pertenece a la grafica, sustituimos el valor de la coordenada
y =1 en la funcién, asi, 1 =x? —x + 1, donde, las soluciones de esta ecuacion
(resuélvela en tu cuaderno) son x;, =___ ; x,= __ . De estas dos soluciones
descartamos x1 = 0 por ser la abscisa de A, y consideramos x, = ______ porque el punto
B se encuentra a la derecha del origen, por lotanto,B=( , ).

El punto V es el vértice, su primera coordenada esta situada en el punto medio del
segmento AB, es decir en , por lo que sus coordenadasson( , ). Puesto
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que V pertenece a la gréafica, para encontrar la coordenada y se sustituye el valor de
la coordenada de x (ya conocido) en la funcion, asi, y = (resuelve en tu
cuaderno). Porlotanto, V=( , ).

El punto C, se observa que por simetria de la parabola se puede calcular su primera
coordenada, x = . Para encontrar la coordenada y, se sustituye el valor
encontrado de x en la funcién, asi, y = .Porlotanto,C=( , ).

Ejercicios 2.4
1) Realiza el bosquejo de una parabola que tenga:
a) Dos ceros reales iguales b) Dos ceros reales diferentes  ¢) Dos ceros

complejos

2) Encuentra los ceros de las siguientes graficas de funciones cuadraticas:

a) | b) ©) ymto3e

Y S s X
24 i
1

0.

5 -4 3 -2 1

—_

3) Para cada una de las siguientes graficas de funciones cuadraticas, determina por
donde corta al eje Xy al eje Y:

b) y=-16x2+8x—1 c)

—41
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4) a) Escribe la expresion de una funcion cuadratica que tenga dos ceros iguales y

traza su gréfica.
b) Escribe la expresion de una funciéon cuadratica que tenga dos ceros diferentes

y traza su gréfica.
c) Escribe la expresion de una funcion cuadratica que no tenga ceros reales y traza

su grafica.

5) Dada la grafica de la funcién y = x? —4x + 3, determina con precision las
coordenadas de los puntos indicados:

2.5 Lafuncién y = ax® + bx + ¢ y sus propiedades gréficas.

2.5.1 Simetria, concavidad, maximo o minimo.

Actividad 1. Determina la concavidad, el vértice, el punto maximo o minimo y el eje
de simetria de las siguientes parabolas.

b)

Soluci
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a) La gréfica es codncava hacia . En consecuencia, tiene punto
, cuyas coordenadas son ( ).
Su vértice tiene coordenadas ( , ).
La ecuacion del eje de simetria es .
b) La grafica es cdncava hacia . En consecuencia, tiene punto
, Cuyas coordenadas son ( , ).
Su vértice tiene coordenadas ( , ). La ecuacion del eje de simetria es

Actividad 2. De las gréficas de la actividad anterior, ¢ cual es el valor maximo o minimo
que alcanza la pardbola, y cuando se obtiene este?

Solucion:

Para a), el punto maximo es (1, 2), donde el valor maximo es 2 y se obtiene cuando
x vale 1.

Para b), el punto minimo es (0, —4), donde el valor minimo es y se obtiene
cuando x vale

Actividad 3. ¢ Cual es el valor maximo o minimo que alcanzan las siguientes funciones
cuadraticas, y cuando se obtiene este?

a) y=—(x+7)?+2 b) y=—x? c) y=-02(x—5)?
d) y=—8x2-4 e) y = (x+3)? f) y=10x% +3x -1
Solucion:

a) Tiene punto maximo porque es concava hacia abajo, y sus coordenadas son (-7,
2) , asi, su valor médximo es 2 que se obtiene cuando x vale —7 .

b) Tiene punto porque es y sus coordenadas son
, asi, su valor es gue se obtiene cuando x vale
c) Tiene punto porque es y sus coordenadas son
, asi, su valor es gue se obtiene cuando x vale
d) Tiene punto porque es y sus coordenadas son
, asi, su valor es gue se obtiene cuando x vale
e) Tiene punto porque es y sus coordenadas son
, asi, su valor es gque se obtiene cuando x vale
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f) Tiene punto porque es y sus coordenadas son
, asi, su valor es gue se obtiene cuando x vale

Actividad 4. Determina qué puntos son simétricos de la siguiente parabola.

] Solucioén:
4] . . . . . ]
31 Como recordaras la parabola tiene un eje de simetria,
- esto es, una recta que la divide en dos partes iguales. Si
11 hacemos un dobles haciendo coincidir los puntos A con
0 B, C con D, E con F y G con H, la marca obtenida sera

el eje de simetria. Entonces, podemos decir que los
puntos mencionados son simétricos, porque coinciden al
hacer el dobles, estan a la misma distancia del eje de
simetria y se encuentran sobre una misma recta
horizontal como se muestra en la figura.

Actividad 5. Determina la expresion de la funcién cuadratica que cumpla con las
siguientes condiciones:

a) Los puntos A(-2, 4) y B( 6, 4) son simétricos; y el valor minimo que alcanza es 3.

Solucién:

Su valor minimo nos indica que las coordenadas del punto minimo son (x, 3). El valor
de x nos dard la ecuacion del eje de simetria, ya que este, es la recta vertical que se
encuentra en medio de los dos puntos simétricos Ay B. Este valor se calcula sumando

las coordenadas x correspondientes de éstos puntos, las cuales son -2 y 6,y el

—-2+6 4 .
=5= 2 . Entonces x = 2, es decir, las

resultado se divide entre dos, esto es,

coordenadas del punto minimo o vértice son (2, 3).

Ahora bien, la forma estandar de una funcién cuadratica es y = a(x — h)? + k, se
sustituyen las coordenadas del vértice en ella, obteniéndose y = a(x — 2)? + 3, s6lo
falta conocer el valor de a. Para esto, se sustituyen las coordenadas de cualquier punto

dado en la funcidén y se despeja a, por ejemplo, si se sustituye el punto (6, 4) se tiene

4 = a(6 —2)? + 3y despejando a, se obtiene a = 1—16 . Finalmente, la funcién que cumple

con las condiciones dadas es y = %6 (x —2)% + 3.

b) Los ceros de la funcion son x; =0 y x, = 5 ; el valor maximo que alcanza es 6.
Si trazas un plano cartesiano en tu cuaderno y en el localizas los datos dados, se te
facilitara el contestar lo que se te pide a continuacion.
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Solucién:

El punto medio entre los ceros es: . Por lo tanto, las coordenadas del punto
maximo son ( , ).

Es concava hacia . ¢Por qué?

Con esta informacion, la funcion en su forma estandar queda como: y =
Donde el valor de a es igual a:
Finalmente, la funcién cuadratica pedlda es: y=

c) Pasa por los puntos A(-2, —4) y B(4, —4); sus raices son imaginarias; abre en un
factor de alargamiento de 3. En tu cuaderno trazar un plano cartesiano y en el trazar
los datos dados.

Solucion:
Los dos puntos tienen la misma ordenada, por lo que son
El punto medio entre los puntos Ay B es: .

Su eje de simetria es la recta x = y su vérticees (k).
Es concava hacia . ¢Por qué?
Donde el valor de a es igual a:

Con esta informacion, la funcién en su forma estandar queda como: y =
Donde el valor de k es:

Por lo que la funcion pedida es: y =

d) Su eje de simetria es la recta x = — 2; pasa por el origen; abre en un factor de
alargamiento (a) de 6 unidades; tiene punto maximo.

Solucion:

Es céncava hacia . ¢Por qué?

Por lo tanto, el valor de a es:

Si el eje de simetria es x = — 2, entonces su vérticees ( , k)

Con esta informacion, la funcién en su forma estdndar queda como: y =
Donde el valor de k es:
Por lo que la funcion pedida es: y =

e) El eje de simetria es la recta x = 3; su grafica corta al eje Y en 2; el valor minimo
que alcanza es -5 .

Solucion:
Es concava hacia , ya que,
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Si el eje de simetria es x = 3 y alcanza un valor minimo de — 5, entonces su vértice es:
Con esta informacion, la funcién en su forma estandar queda como: y =

Donde el valor de a es: .

Finalmente, la funcidon que cumple estas condiciones es: y =

Ejercicios 2.5

1. Para cada una de las siguientes funciones cuadraticas:

a) y=—(x+5)%2—7 b) y=-(x+4)?-3 c) y=8(x—3)2+11
d) y=6x%+4x—7 e) y=-0.1(x — 2)? fly=(x+6)2+2
g) y=-3x2+4 h) y=4x%—x ) y=2x?
)y=-2-1%-5  Ky=3¢_Tx+12 ) y=Z+3x-5
m)y=12x - 2x2 — 17 n)y=2x?—4x+3

Determina:

- Su concavidad;

- Su vertice;

- El valor maximo o minimo y cuando se obtiene este;
- Su eje de simetria;
- Los ceros;
- La interseccién con el eje y, y
- Bosqueja la grafica.
2. ¢ Cudles son las coordenadas del vértice de la ecuacion ax? + bx + ¢ =0 ?

3. Determina la expresiéon de la funcion cuadratica que cumpla con las siguientes
condiciones:

a) Su valor maximo es — 6; y pasa por los puntos (-1, -8) y (8, —8).

b) Tiene una raiz doble en (-7, 0) y corta al eje y en 5.

c) El valor minimo que alcanza es 5, sus raices son: x; = -6 y x, =3

d) El eje de simetria es x = —4; es concava hacia abajo; abre en un factor de %2 ;

pasa por el punto (2, -3).
e) Pasa por los puntos (-5, 3) y (6, 3); el valor minimo que alcanza es —2.
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2.6 Problemas de aplicacion.

A manera de concluir esta unidad, trabajaras algunos problemas que se pueden
resolver por medio de las propiedades de las funciones cuadraticas. Con lo cual
descubrirds un pequefio campo donde aplicar el conocimiento construido hasta el
momento y darle significado.

Por ejemplo, con las funciones cuadraticas se pueden resolver situaciones como:
evaluar para algun valor de la variable independiente o dependiente. Asi como para
determinar el maximo o minimo, por ejemplo, ¢ Qué altura tiene un objeto después de
5 segundos? ¢ Cual es la temperatura minima que alcanza la taza de café? ¢ Después
de cuéntos segundos alcanza la taza de café su temperatura minima?

En este sentido, se sugieren los siguientes problemas:

Problema 1. Si se lanza una piedra verticalmente hacia arriba, ésta sube hasta un
cierto punto y luego empieza a caer. La relacion que existe entre el tiempo t (en
segundos) que la piedra lleva en el aire cuando se encuentra a una altura y (en metros)
esta dada por la funciéon y = —5t2 + 20t + 10. ¢ Cuando alcanzara el punto mas alto y
a gqué altura esta ese punto?

Solucion:

Como se puede ver, se trata de encontrar la altura maxima y en qué tiempo ocurre
esto, aspectos que se pueden obtener a partir de la funcién en su forma estandar.
Entonces, escribiremos la funcién y = —5t2 + 20t + 10 en la forma estandar:

y = (=5t? + 20t) + 10  Agrupamos las x.

y=—=5(t?—4t) +10  Se factoriza 5.

y =—=5(t?—4t+ (-2)?) + 10+ 5(—2)* Se completa el TCP para x.

y =—=5(t—2)?2+30 Sefactoriza el TCP y se suma 10 + 5(—2)>2.

De la forma estandar, se puede deducir que tiene punto maximo
cuyas coordenadas son (2, 30), es decir, la altura maxima es 30
m y se obtiene cuando han transcurrido 2 segundos.

Problema 2. Si un cafion se dispara a una altura de 9.8 metros desde el suelo, a cierto
angulo, la altura h de la bala con respecto al suelo, en el instante t, donde t es el
tiempo en segundos, se determina por medio de la funcion: h = —4.9t? + 24.5¢ + 9.8.

121



Unidad 2: Funciones cuadraticas.

o

ﬁ 95m \
v 4 ’a

a) Determina la altura maxima que alcanza la bala del cafion.
b) Determina el tiempo que transcurre para que la bala obtenga su altura maxima.
c) Determina el tiempo que transcurre para que la bala choque contra el suelo.

Solucién:

Como se trata de encontrar el valor maximo, escribimos la funcion y = h(t) =
—4.9t? 4+ 24.5t + 9.8 a su forma estandar (escribe los procedimientos en tu cuaderno),
esto es, y = —4.9(t — 2.5)% + 40.425 . Y su gréfica es:

-‘%Df2345\6?3

A partir de la forma estandar se deduce que el punto maximo es (2.5,40.425), por lo
que:
a) La altura maxima que alcanza la bala es 40.425 m.

b) La cual se obtiene cuando han transcurrido 2.5 s.

c) Para determinar el tiempo que tarda en chocar contra el suelo, graficamente seréa la
interseccion con el eje x, es decir, los “ceros”. En este sentido, las raices de su
ecuacion asociada (resuélvela en tu cuaderno) son: x; =~ —0.37, x, = 5.37, de las
cuales la respuesta correcta es 5.37 s.

Problema 3. Algunos animales al saltar siguen trayectorias parabdlicas. La siguiente
figura muestra el salto de una rana superpuesta a un sistema coordenado rectangular.
La longitud del salto es de 9 unidades y la altura maxima es de 3 unidades. Hallar una
funcidn cuadratica que especifique la trayectoria de la rana.
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Solucién:
Con base a la figura,

El vértice es:

El valor de a es:

Por lo tanto, la funcién cuadratica que especifica la trayectoria de la rana es:

Problema 4. La efectividad de un comercial de televisiébn depende de cuantas veces
lo vea una persona. Después de algunos experimentos una agencia de publicidad
encuentra que si la efectividad E se mide en una escala de 0 a 10, entonces, la funcion

.o 2 1 -
que representa la efectividad es: E(n) = SN %nz donde n es el numero de veces

gue una persona ve un determinado comercial. Para que un comercial tenga
efectividad méaxima, ¢,cuantas veces lo tiene que ver una persona?

Solucioén.

El punto méximo es: . Escribe tus procedimientos en tu cuaderno.
Por lo tanto, la maxima efectividad se alcanza cuando lo ha visto veces una
persona.

Problema 5. Separar al nimero 18 en dos partes, tal que el producto de las partes
sea maximo. Halla el valor de cada una de estas partes.

Solucion:
La primera parte se puede escribir como: X
La segunda parte se puede escribir como:
Al multiplicar éstas dos partes resulta:
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Si a la expresion resultante se escribe como funcién resulta:
Donde su punto maximo es:

El valor maximo del producto es: , Y se obtiene cuando una de las partes
vale
Por lo tanto, el valor de cada una de las partes es: y

Problema 6. Un veterinario cuenta con 30 metros de tela de alambre y quiere construir
cinco jaulas para perros, construyendo primero una cerca alrededor de una regién
rectangular y luego dividiendo la regidon en 5 rectangulos iguales mediante cuatro
cercas paralelas a uno de los lados. ¢ Cuéles son las dimensiones de cada jaula con
las que el &rea total es maxima?

x = ancho

y = largo

Solucion:
Six es elanchoyy el largo de toda la region rectangular, su area es A =

Y para cercar las 5 jaulas se necesitan X metros y 2y metros de tela de alambre,
ocupandose los 30 metros, es decir, =30

Expresando el largo (y) en términos del ancho (x), la expresion queda como

Sustituyendo esta expresion en su area, obtenemos: A(x) =

Esta expresion nos representa el area de la region rectangular en funcién del ancho,
qgue al hacer el producto nos queda la funcion cuadratica A(x) = ,
la cual tiene un maximo, cuyas coordenadas son ( , ).

Por lo tanto, las dimensiones para cada una de las jaulas son: x = , Y=

Problema 7. Se ha comprobado que cuando una pistola de sefales es disparada
verticalmente la altura del destello sobre la superficie es igual a h = 51t — 0.85t2,
donde t es el numero de segundos que habran transcurrido después del disparo. Si la
pistola es disparada verticalmente, el destello puede verse desde un puesto de
observacion solamente cuando su altura es de 85 metros o mas.
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b) ¢ Cudl seré la altura méxima que alcanza?
a) ¢ A los cuantos segundos alcanza el destello su altura maxima?
c) ¢,Cuanto tiempo serd visible el destello desde el puesto de observacion?

Solucion:
La funcién h = 51t — 0.85t? escrita en su forma estandar es:
Por lo que su punto maximo es: ( , )

a) Entonces, la altura maxima que alcanza es
b) Y se obtiene cuando han transcurrido

c) Los ceros de la funcion son: y

Al trazar la gréfica de esta funcion se obtiene:

8007
700 |
6500 |
500 ¢
400 |
300 |
2001

100 |

1] . -
-5 / 5 10 15 2 25 30 35 40 45 50 55 \ 65

¢,Cuantos segundos han de transcurrir para obtener una altura de 85 m? Para saberlo,
hay que sustituir h = 85 en la funcion, esto es, 85 = 51t — 0.85t2 con lo cual se obtiene
t; = y t, = . Por lo tanto, el tiempo transcurrido entre éstos valores
es de: , lo cual representa el tiempo que serd visible el destello desde el
puesto de observacion.
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Ejercicios 2.6

1) Determinar la expresion algebraica que representa la trayectoria del salto parabdlico
de un atleta que alcanza una altura maxima de 2 m y una longitud de 3.40 m.

2) La suma de dos numeros es 24. Encontrar dichos nimeros con la condicion de que
su producto sea maximo.

3) Encontrar dos niumeros cuya suma es 56 y la suma de sus cuadrados es minima.

4) El perimetro de un rectangulo mide 8 m. Expresar el area del rectangulo en funcion
del lado x de la base, y encuentra el valor de la base con el cual el &rea se hace
maxima.

5) Silanzamos una piedra al aire, un experimento sefiala que la trayectoria de la piedra
esta dada por la funcién y = —5t2 + 50t, siendo t el tiempo en segundos, y y la altura
en metros.

a) Calcular el segundo en que alcanza la maxima altura y cual es la maxima altura.

b) ¢ En qué segundo cae a tierra?

c) Representa graficamente la funcion.

6) En un tunel de forma parabdlica, dada por la funcion y = —%xz +§x, se pide

calcular:

a) La altura que alcanza a 2 m del pie del arco.
b) La altura méaxima.

c) El ancho de la base del tanel.

7) Con 875 metros de rollo de alambrada debe cercarse un
terreno rectangular por tres de sus lados, ya que el cuarto lado %
estara limitado por el cauce de un rio. ¢(De qué medidas
debera hacerse para que su superficie sea la maxima
abarcada?

_|
!
|

8) Con un rollo de 270 metros de alambrada se deben
construir dos corrales adyacentes idénticos, como se muestra
en la figura. Calcular las dimensiones que debe tener el
cercado para que el area abarcada sea maxima.

f——
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9) La temperatura T° Celsius en un invernadero t horas después del anochecer (7 PM)
estd dada por: T(t) =% t? -5t + 30, (t<20)
a) ¢Cual es la temperatura del invernadero al anochecer?
b) Un cierto tipo de geranios no sobrevive en temperaturas menores a 2°C, ¢ se
pueden cultivar estas plantas en el invernadero? Explique.
c) ¢A qué hora la temperatura en el invernadero es de 9°C?

10) En una isla se introdujeron 112 iguanas. Al principio se reprodujeron rapidamente,
pero los recursos de la isla comenzaron a escasear y la poblacién decrecié. El nimero
de iguanas a los t afios de haberlas dejado en la isla esta dado por N(t)= — t? + 22t +
112 (t>0). Calcular:

a) La cantidad de afios en los cuales la poblacidon de iguanas aumento.

b) ¢En qué momento la poblacion de iguanas se extingue?

11) Un bateador de béisbol conecta una pelota a una altura de 1.2 m, con una
velocidad inicial cuya componente vertical es de 30 m/seg, ésta describe una
trayectoria parabélica dada por la expresion h(t) = —4.9t% + 30t + 1.2. ¢ Cudl es la altura
maxima de la pelota? ¢ Cuanto tiempo tarda la pelota en alcanzar la maxima altura?
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AUTOEVALUACION

Con esta evaluacion verificaras si realmente has adquirido los conocimientos basicos
necesarios para aprobar esta unidad. Para hacer esta evaluacion, es necesario que la
resuelvas sin consultar algun texto durante la solucion.

Esperamos que esta autoevaluacion la termines en 1% hora como maximo.

1) Para cada una de las siguientes funciones explica porque NO ¢ Sl representa a
una funcion cuadratica.
a) y=2x>+5x3+4 b)y=2x-3 c) y=-3x°y+1 d) y=2x-3x?

2) Escribe hacia donde se abre cada una de las gréficas de las siguientes funciones
cuadraticas y di si tiene un minimo o un maximo. (JUSTIFICA TU RESPUESTA)

a) y=—-Yax? b) y= 2x—8x2+9 c)y= —3x+ 18x?

3) Trazar un esbozo sin tabular, de las graficas de las siguientes funciones cuadraticas
y escribe sus elementos. a) y= %Xz -8 b)y= —% x+2)? -1

4) Encuentra las coordenadas del punto extremo (vértice) de la funcidén cuadratica
y = 5x2+ 10x + 3.

5) Encuentra los ceros de la funcion cuadratica anterior y trazar su grafica.

6) En una isla se introdujeron 112 iguanas. Al principio se reprodujeron rapidamente,
pero los recursos de la isla comenzaron a escasear y la poblacion decrecio. El nimero
de iguanas a los t afios de haberlas dejado en la isla esta dado por:
N(t)=—t>+ 22t + 112  (t >0).
Calcula:

a) La cantidad de afios en los cuales la poblacién de iguanas aumento.
b) ¢En qué momento la poblacién de iguanas se extingue?

ESCALA:

Para considerar si has adquirido los aprendizajes de esta unidad, es necesario que
resuelvas correctamente todos los ejercicios.

Si resuelves bien 3 0 menos, tienes que volver a estudiar con mayor conciencia esta
unidad, y hacer todos los ejercicios.

Si contestas bien 4 ejercicios has logrado aprender solo los conocimientos basicos,
pero si resolviste 5 0 6 vas avanzando bien en tu estudio
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Citas de recursos electronicos:

Funcién cuadratica, obtenido el 31 de septiembre de 2016, de
https://www.youtube.com/watch?v=elq654T4mcs&feature=related

Funcion cuadrética parte |, obtenido el 31 de septiembre de 2016, de
https://www.youtube.com/watch?v=bEgkvB11A2A

Introduccion a la Funcién cuadratica, obtenido el 31 de septiembre de 2016, de
https://www.youtube.com/watch?v=sdWh5CnY1X4

Funcion cuadrética, pardbolas, obtenido el 31 de septiembre de 2016, de
https://www.youtube.com/watch?v=aK4d3RhTZsQ

Grafica de una Funcidn cuadratica, obtenido el 31 de septiembre de 2016, de
http://www.math2me.com/playlist/pre-calculo/grafica-de-una-funcion-cuadratica

Analisis de una Funcidn cuadratica, obtenido el 20 de octubre de 2016, de
https://www.youtube.com/watch?v=0pUnHF1FJ2s

Aplicaciones de la Funcién cuadratica, obtenido el 30 de octubre de 2016, de
https://www.youtube.com/watch?v=WUq7VBkvV1I
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ANEXO: MEMORAMA DE FUNCIONES CUADRATICAS.

Al final del curso puedes jugar con 2, 3 0 4 de tus compaferos, el siguiente
MEMORAMA.

Sacar una copia a las siguientes cartas y recortarlas.

Reglas del juego:

Se forman equipos de 2, 3 0 4 alumnos, las 15 cartas se colocan boca abajo agrupando
las que tienen la expresion algebraica de un lado, y las cartas con graficas en otro
lado.

— Se debe decidir quién iniciara el juego. El primer jugador saca una carta del lado de las
expresiones algebraicas y a continuacion saca otra carta del lado de las gréficas.

— Si las dos cartas se corresponden, el jugador se lleva la pareja de cartas y de nuevo
vuelve a jugar.

— Si las dos cartas no se corresponden, coloca las dos cartas en sus sitios. Para hacer
mas agil el juego, las cartas pueden quedar mostrando la funcién y la grafica (boca arriba)
y continua el siguiente jugador.

— El juego acaba cuando ya no quedan cartas sobre la mesa, es importante que primero
se debe de tomar la carta con la expresion algebraica.

— Gana el jugador que ha conseguido mas cartas.

Para mejor motivacion se le puede obsequiar un dulce o chocolate al ganador de cada
equipo.
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