Unidad 4: Congruencia, Semejanza y Teorema de Pitagoras

Matematicas Il

Unidad 4. Congruencia, Semejanza y
Teorema de Pitagoras.

PROPOSITO DE LA UNIDAD
Al finalizar, el alumno:

& Aplicara los conceptos de congruencia y semejanza y usara el Teorema de
Pitagoras en la resolucion de problemas que involucren triangulos. Argumentara
deductivamente sobre la validez de algunas afirmaciones geométricas y procesos en
la resolucion de problemas.
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PRESENTACION

Una forma de adquisicibn del conocimiento matematico es en forma reflexiva,
mediante la l6gica, desarrollando un conocimiento analitico y reflexivo: Razonamiento
deductivo.

Muchos campos de estudio se basan en el razonamiento deductivo, por lo que es
importante que nuestros alumnos aprendan a desarrollar este método de pensamiento
como complemento en la adquisicién del conocimiento matematico. Como el proceso
deductivo no es facil de lograr, se requiere una madures en los conceptos
matematicos, hacer uso de la visualizacion y de un razonamiento logico-deductivo,
este es uno de los retos en su ensefianza al cual dedicaremos nuestros esfuerzos.

El razonamiento deductivo, también llamado demostracion o prueba, es el razonar a
partir de hechos demostrados, utilizando pasos l6gicamente validos para llegar a una
conclusiént. Los matematicos a menudo utilizan la demostracion para verificar que una
conjetura es verdadera para todos los casos, no solo para aguellos examinados, o para
convencer a otros. Las demostraciones a menudo ayudan a responder a la pregunta:
¢por qué? El uso de la demostracion para explicar el por qué, es una extension natural
para los estudiantes en este momento del curso de Matematicas Il y les ayudara a
profundizar su comprension.

Esta unidad resalta este proposito iluminador de la demostracion o prueba, pretende
gue el alumno se inicie en el proceso de la deduccion, identificando propiedades y
relaciones que puede enunciar en proposiciones generales, que construya y
proporcione argumentos que validen dichas proposiciones, y finalmente, que
establezca relaciones légicas entre ellas, aun sin llegar necesariamente a un rigor
axioméatico propio de estudios mas avanzados.

Al igual que en las unidades anteriores, este material intenta apoyar el trabajo de
profesores y sobre todo, a nuestros alumnos, y como tal, ofrece un conjunto de
sugerencias de estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje y
materiales de apoyo.

Conceptos clave: Congruencia; semejanza; Teorema de Pitagoras.

12008, Kendall Hunt Publishing
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4.1 CONGRUENCIA.

En la geometria euclidiana, la congruencia es fundamental, es lo equivalente a
igualdad matematica en aritmética y &lgebra. La igualdad se da entre unidades de
medida o cantidades u objetos matematicos que tengan el mismo valor, pero en
Geometria no podemos afirmar que un angulo, un triangulo o un poligono en general
son iguales, ya que al ser objetos geométricos ocupan diferentes espacios en el plano,
tendran iguales las medidas de lados o de angulos, pero como figuras planas son
diferentes.

Dos figuras son congruentes si tienen la misma forma y el mismo tamafo, aunque su
posicion u orientaciébn sean distintas. Las partes coincidentes de las figuras
congruentes se llaman homologas o correspondientes.

4.1.1 Notacion

Como ya se menciond no podemos comparar dos o0 mas figuras diciendo que son
iguales sino que ahora la palabra adecuada sera congruentes.

Notacién: La palabra congruencia se representa con el simbolo = 6

Para trazar o construir diferentes figuras necesitamos medir tanto longitudes como
angulos, y asi, a la medicién le asignamos un nimero real.
Si es longitud, las unidades de longitud pueden ser , ,

.. etc.
Y un angulo sera en

Segmento: Al trazo del segmento A———i B lo escribiremos AB o0 segmento AB.
Si sélo se escribe AB nos referiremos a su longitud o medida, ejemplos:

Si la longitud de AB es 5.6 cm, se escribe 4B = 5.6 cm.
Si la longitud de CD es 5.6 cm, se escribe €D = 5.6 cm.
Como estos dos segmentos tienen la misma , podemos decir que AB
es congruente con CD y se escribe: AB =
Dos segmentos son congruentes si tienen la misma medida

Angulo: La medida en grados del ZABC es 35 o el ZABC mide 35°, también suele
escribirse como m ZABC = 35°.
Y sim £ DBC = 35° (la medida del £ DBC es 35°), entonces, ZABCy Z DBC tienen la

misma , por lo que los dos angulos son congruentes y se escribe:

~

Dos angulos son congruentes si tienen la misma medida
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Para afirmar que NO son congruentes utilizaremos el simbolo #0 = .

Actividad 1.
SiCD =8.2m, mZABC = 125°, FG = 10.4 cm, m£Q = 55°, mZDFG = 125°, PQ =8.2m
y RT = 10.4 cm, completa lo que se pide:

a)RT __FG b)CD__PQ c¢)«ABC_ #Q d)FG___RT
e)msZDFG____ msDFG f)CD___PQ g) ZABC ___ /DFG h)PQ___ RT

4.1.2 Congruencia
Dos figuras son congruentes si tienen la misma forma y el mismo tamano.

Actividad 2. a) De los siguientes segmentos ¢cuales son congruentes? (utiliza tu
compas)

A E

b) De los siguientes angulos ¢ cuales son congruentes? (Puedes usar transportador)
N
A E

c) De las siguientes figuras u objetos, ¢cuales son congruentes?
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d) Da ejemplos de objetos congruentes que se encuentren a tu alrededor.

4.1.3 Figuras congruentes

Con base en lo anterior, ¢ Cuando dos o mas figuras son congruentes?

En la unidad anterior aprendimos a trazar segmentos y angulos congruentes, vamos a
recordar como lo hicimos, ya que conociendo la forma en que éstos se pueden
reproducir, podemos trazar otras figuras sencillas que los involucren.

Actividad 3: Construccién de segmentos congruentes

En tu cuaderno puedes realizar cada uno de los pasos que a continuacion se indican.

1°) Marca dos puntos Ay B en la posicion que desees, Unelos para tener el segmento
AB. Trazaremos otro segmento PQ congruente a AB.

2°) Traza un rayo cualquiera, y sobre él marca un punto P. Abre el compas desde A
hasta B del segmento en el paso anterior, y marca esta abertura del compas sobre
el rayo a partir de P.

3°) Llama Q a la marca que hiciste, obteniéndose el segmento PQ.
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De esta forma se reproduce el segmento dado AB, por lo que se puede decir que:

AB
Vuelve a escribir este procedimiento en tu cuaderno, con tus palabras.

PQ

Actividad 4: Para cada uno de los siguientes segmentos, en el espacio de abajo traza
un nuevo segmento congruente al dado, con regla y compas.

a)

/

b)

c) d)

N\

Actividad 5: Construccion de angulos congruentes
En tu cuaderno puedes realizar cada uno de los pasos que a continuacion se indican.

1)Traza un angulo

2) Con tu compas,

3) Con la misma

cualquiera y | con centro en el | abertura del compas y | angulo ABC y
[ldmalo ABC. vértice B traza un | con centro en P del rayo, | abre el
A parte traza un | arco que intercepte |traza un arco lo | compas de D
rayo cualquiera | a los dos lados que | suficientemente grande | a E.
que inicie en P. forman el &ngulo, | que lo corte en Q.

enDyeneE.

4) Regresa al

5) Con esa abertura y con centro en Q haz una marca sobre el arco y lldmala R.

6) Une P con R, y obtendremos el angulo RPQ, entonces podemos afirmar que:
/ABC =

/RPQ

Actividad 6. Para cada uno de los siguientes angulos, en el espacio de abajo traza
con regla y compas un nuevo angulo congruente al dado.
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a) b) c) d)

\—

4.2 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS.

Ya aclarado el concepto de congruencia, nos dedicaremos a estudiar la congruencia
entre triangulos, donde aprenderemos a decidir y justificar cuando dos o mas triangulos
son congruentes.

En el caso de los triangulos, se incluye mas de un elemento, ya que no hay una medida
(nimero) que defina a un triangulo, lo que si podemos afirmar es que dos triangulos
son congruentes si pueden hacerse coincidir uno sobre el otro mediante giros,
traslaciones y/o reflexiones.

Para que dos triangulos sean congruentes se debe de cumplir seis igualdades, tres
lados y tres angulos.

Los tres lados Los tres angulos

correspondientes: ' B' correspondientes:
AB = A'B’ m ZBAC =m «£B’A’C’
BC =B’C’ m LZABC =m LA’B’C’
AC=AC’ o m ZACB =m ZA’C’B’

Si se cumple la igualdad de estos 6 elementos en dos triAngulos, estos seran
congruentes, ya que se puede sobreponer uno sobre el otro y coincidiran en todas
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sus partes. Esto equivale a que los tres lados y los tres angulos (interiores) pueden
hacerse coincidir con sus homoélogos, es decir, los dos triangulos tienen la misma
forma y el mismo tamafio.

Actividad 1: De acuerdo a la definicion de congruencia, verifica cual de los siguientes
pares de triangulos son congruentes

AN NV
N

Para mostrar la congruencia de dos o mas triangulos no sera necesario hacer ver la
igualdad de los 6 elementos, bastard con la igualdad de s6lo 3, esto lo afirma los
siguientes criterios de congruencia.

4.2.1 Criterios de congruencia de tridngulos.

a) Primer criterio: lado, lado, lado (LLL)
Dos triangulos son congruentes si los tres lados de uno de ellos son iguales en medida
o congruentes a los lados correspondientes del otro triangulo. Es decir:

- B C B'

AABC = AA’B’C’ ya que AB = A’B’,
= ‘ BC=BC’

CA=CA".
Al
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b) Segundo criterio: lado, angulo, lado (LAL)

Dos triAngulos son congruentes si dos lados y el &ngulo comprendido entre ellos son
respectivamente iguales en medida o congruentes con sus homadlogos del segundo
triangulo. Es decir:

ASTU = AS’T°U’ ya que SU = S’U’,
LS =/S
ST=ST.

c) Tercer criterio: angulo, lado, angulo (ALA)
Dos triangulos son congruentes si dos angulos y el lado comprendido entre ellos son
respectivamente congruentes con sus homologos del segundo tridngulo. Es decir:

R
= ~ = APQR = AP’Q’R’ ya que /R = ZR’,

- RQ=RQ’

P A Q P Q' ZQ = /£Q’.

Sugerencia: Para reafirmar estos criterios puedes ver algunos videos en las siguientes

direcciones electrénicas:
http://www.youtube.com/watch?v=nEEEEKAQOao4&feature=player embedded#at=11

http://www.youtube.com/watch?v=4iEZPOIH8xI

4

Actividad 2. En cada inciso indica qué triangulos son congruentes escribiendo los tres
elementos que son iguales y el criterio de congruencia que justifica tu respuesta:

Respuesta
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b)
Al 10 30° 10
Zo° > Alll 3
30 70° All 30
10 70°
Respuesta
C)
10 .
4
4 ’» 7
8 ,» 8 4
8
Respuesta
d)
4
50° Al 60°
5 av [ 4
6
Respuesta

Actividad 3. En las siguientes figuras los elementos que estdn marcadas de la misma
forma, indican que tienen medidas iguales. Para cada una, indica el criterio mediante
el cual los tridngulos sefialados son congruentes.

a. AABC y ACDE b. AABC y ACDE C. AABC y ADEC. |d. AABC y ADCB.

E D A Con AC =BD
A+—5—+D| B D

D

C B C A
E
B A E
B
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e. AABD y AACD. f. ALOM y ANOM. g. AABC y AADC. h. AABD y ACBD.
C D o 3 B
/\ "~
5 o
A B \W
A [ C
L M N A 5
i. AACE y ABDE. j- AABC y ADEC. k. AADC y AAEC. |. AAFD y ABFC, si
AF = BF.
D
F
D + E o
A \ £ C v]
A B8 £
4 B

Actividad 4. En la siguiente figura, si BD L AC y /1 = /2, entonces AABD = CBD.

Justificacion:

Pasol. m ZABD = m £ZCBD =90° ya que
Paso 2. BD= BD por ser lado comtn de ambos
Paso 3. m Z1=m £2 por

Conclusion: AABD= ACBD por cnterlo

Actividad 5. En la siguiente figura, si AC = AD y £ 1= /2, entonces
AABC =AABD.
Justificacion:

Paso 1. AC = AD por ) /'\ \"\\
Paso2.mZ1=mZ2 por . A"é . \s
Paso 3. AB=AB por ser lado comin a ambos triangulos. ‘3 ” o B
Conclusion: AABC AABD por criterio \\ﬁ
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Actividad 6. En la siguiente figura se cumple
MQ = PQ = PR = NR, entonces: APQM =A
PRN.

Justificacion:
1°) PQ = PR por .
2°) Como PQ = PR el APQR es

por lo que %2 = %3 y en consecuencia, B2 = B
por ser de angulos iguales.
3°) MQ = RN por ser dato.

Conclusion: APQM = APRN por criterio__ .

Actividad 7. En la siguiente figura, el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo, BD es
una diagonal, entonces AABD = ABCD. (Marca los elementos iguales en la figura)

e A B

Justificacion:
1°) AB = DC por ser del paralelogramo.
2°) AD = BC por ser lados opuestos del paralelogramo
3°) BD es lado comun a los dos tridngulos.
Conclusion: AABD =ABCD por criterio . D c
Actividad 8.

Si AC=~ ADy / 1=./2. Demostrar que ~C =/D.

C

Justificacion: -

AC =AD /’{ =
mZ1=m/2 AL 1 x/‘s
AB NG 0 5 =
AABC =AABD )

Al ser los triAngulos congruentes, sus seis \/’

elementos son iguales, en particular: D

mZ C=mZ D porlo que

Ejercicios 4.2.1

En cada uno de los siguientes casos justifica lo que se pide y enuncia el criterio que
usaste en cada conclusion.
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1) EI ASRT es isOsceles, U es punto medio

de ST. Mostrar que ASRU = AURT.
S

2) ABL1BC, DC1BCyAB =DC.
Mostrar que AABC = ABDC.

A D

3) AD1BC, y AD es bisectriz del ZBAC,
mostrar que AABD = AADC.

A

4) ABDE esunrectanguloy Zr = /s
mostrar que AACE = ABDC.

5) AB = AC, BC esta trisecado por Ey G,
DE1BCy FG.LBC.
Mostrar que ABDE = AFGC.

A

6) AD =CE, Za +£5 = 180° mostrar
que AABD = ABCE.
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7) Mostrar que el A MQP =z A MPN.
Datos:

MP es bisectriz del xQMN.
MP es bisectriz del xQPN.

T

8) Mostrar que ABCE = AABD.
Datos: AB 1L CD
BE =BD
BC =BA

9) Mostrar que AACD = AABD.
Si AD es bisectriz del xBAC y AB = AC.

B
D A
c

10) ABCDE es un pentagono regular,

mostrar que AABE = ABCD.
B

11) AABCy AADC son isosceles,

mostrar que AABD = ABCD.
B

12) AABC es is6sceles y AD = EC,
mostrar que AABE = ACBD.
B
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13) ABCDE es un pentagono regular, F es
punto medio de ED, mostrar que

AAEF = ACDF.
B C

14) AQ = AP, el AABC es isésceles,
mostrar que ABCQ = ACBP.

Q

15) AABC y ACDE son is6sceles, mostrar
que AE = BD.

16) AABC es isOsceles. xDAE esta
trisecado.
Mostrar que DB = CE

A
A
//l / \ \
VAN
t\
f
/

;//
/ \ \
///

/ \

/ / ‘\ \
D B C

17) ABCDE es un pentagono regular.
Mostrar que AEAG = ACBG.

18) AC=BC, DE =FE, CE es
bisectriz del Z/ACB, y Z/AED = /BEF.
Mostrar que AAED = ABEF
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19) ABCDEF es un hexagono regular. 20) BQ = CP, el AABC es isosceles,
Mostrar que AD = BE. mostrar que ZAQC = ZAPB.
Q
B
A
c
P

4.2.2 Justificacion de algunas construcciones.

En este apartado se justificaran algunas de las construcciones que se realizaron con
regla y compas en la unidad anterior como son:

a) Bisectriz de un angulo. b) Mediatriz de un segmento. c¢) Perpendicular a una
recta y d) Teorema del triangulo isGsceles y su reciproco.

Estas construcciones con regla y compés ya la realizaste en la unidad 3, las
volveremos a trazar para justificar que son validas:

a) Bisectriz de un angulo.
Sea el ZBAC un angulo cualquiera dado, hay que dividirlo en dos partes iguales. La
recta que lo divide es llamada Bisectriz.

Construccion.

<2

b
s

Se traza un | 1°. Con centro | 2°. Con centro | 3° Con la misma | 4°. Se traza

su vértice A. | que corte a los | cualquiera y se | traza otro arco de | /BAP = Z/CAP
dos lados del | traza un arco | circunferencia que
de corte al arco

la

angulo en A se traza | en B, el compas | abertura del | semirrecta desde
cualquiera un arco de|se abre wuna|compds y con|A Yy que pase por
llamando a | circunferencia | longitud centro en C, se|P, entonces
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angulo en B y | circunferencia | anterior. Sea P el

C. lo suficiente | punto de
grande dentro | interseccion.
del angulo.

Justificacion.
En el 4° paso, se unen los puntos B, Py C, P, y se forman dos "'"-v\
triangulos que son AABP y AACP, en los cuales se cumple:

1) AB = AC por ser del mismo circulo. A
2) BP = CP por ser radios iguales por construccion. / c
3) El segmento AP es lado comun en ambos triangulos. o

Conclusion: AABP = AACP por criterio

Al ser los dos triangulos congruentes, sus 6 elementos correspondientes seran iguales,
es decir, m£ZBAP = y el segmento AP es la Bisectriz del

b) Mediatriz de un segmento.

Mediatriz es la linea recta que pasa por el punto medio de un segmento perpendicular
a este.

Sea PQ un segmento cualquiera dado, hay que dividirlo en dos partes iguales por una
recta que sea perpendicular a PQ.

Construccion.
Una construccion se hizo en la unidad anterior, otra es la siguiente:

Segmento dado 2°. Dividir en dos angulos iguales el

1°. Constrllyase sobre PQ
PQ. el triangulo equilatero PQR. | ZPRQ, llamar RM a dicha bisectriz.
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Afirmacion: Como M es el punto medio de PQ y RM es perpendicular a PQ,

entonces RM es la Mediatriz de PQ.

Justificacion.
Se tiene dos triangulos que son APRM y AQRM, en los

cuales se cumple:

1) PR = QR ya que A PQR es . R

2) mZPRM = mZQRM por construccion.

3) RM es lado : Q
Conclusion: APRM = AQRM por criterio M

Al ser los dos triangulos congruentes, sus 6 elementos P
correspondientes seran iguales, en consecuencia, PM

=MQ ya que M es de@.

m/ZPMR = mZ . Pero, observamos que, mZPMR + mZQMR = °,
entonces, cada uno mide , esto es, mZPMR = m« =

Dado este resultado, PQ gg a RM

Por lo tanto, RM es la Mediatriz de PQ.

c) Perpendicular a una recta.
Como ya lo vimos en la unidad anterior, hay dos casos.

Caso 1) Dada una recta y un punto sobre esta, trazaremos otra linea recta que pase
por el punto dado y que las rectas formen angulos de 90°.

Construccion.
Sea | la recta dada y P un punto sobre ella.

Se toma un punto cualquiera A sobre ella 'y se marca

otro punto Q sobre la recta de tal forma que AP = PQ.

Y se construye un triangulo equilatero sobre el segmento
AQ. El triangulo equilatero es AQC, y se traza la recta que
pase por Cy P.

Afirmacion: La linea recta que pasa por C y P forma
angulos rectos con la recta | dada, y pasa por el punto P
(sobre ).

Justificacién.
Se tienen dos triangulos que son AACP y AQCP, en los cuales se cumple:
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1) AC = QC ya que AACQ es
2) AP = PQ por construccion.
3) CP lado .

Conclusion: AACP = AQCP por criterio

Al ser los dos triangulos congruentes sus 6 elementos correspondientes son iguales,

es decir, mnZAPC = m« . Como m£ZAPC + m£ZQPC = , entonces,
mZAPC = mZQPC = 90°.
Asi, la recta CP es al.

Caso 2) Trazar una linea recta que forme angulos de 90° con una recta dada desde
un punto fuera de ella.

Construccion.
Sea | la recta dada y P un punto fuera de ella.
Se toma un punto cualquiera Q en el otro lado de la

recta | (como se ve en lafigura). Con centro en P y radio
PQ, se traza un arco de circunferencia que corte al en
los puntos Ay B.

Se traza el punto medio M de AB (de la misma forma
gue lo hiciste en la unidad anterior).

Afirmacion: La linea recta que pasa por P y M forma angulos rectos con la recta dada
I, desde el punto P que no esta en ella.

Justificacion.
Se tiene dos triangulos que son AAPM y ABPM, en los cuales se cumple:
1) AP = BP por ser radios de la con centro en y radio PQ.

2) AM = BM ya que M es de AB.

3) PM lado comun.
Conclusion: AAPM = ABPM por criterio

Al ser los dos triangulos congruentes sus 6 elementos correspondientes son iguales,
es decir, mnZAMP = m/BMP. Pero mZAMP + = 180°, entonces,
mZAMP = mZBMP = 90°.

Asi, PM es perpendicular a I.
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d)Teorema del triAngulo isdsceles y su reciproco. Justificacion.

Teorema: En los triangulos isosceles los angulos adyacentes a los lados iguales seran
iguales entre si, y al prolongar los dos lados iguales, los &ngulos situados bajo el lado
desigual también seran iguales entre si.

Construccion.

Sea el AABC un tridngulo isésceles, con AB = BC.

Se prolonga BA hasta D y BC hasta E de tal forma
que BE = BD.
Afirmacion: mZDAC = mZECA y mZBAC = m«£BCA.

Justificacion.

> Por un lado:

Seune AE y DC. Setienen los triangulos AABE y ACBD
en los cuales se cumple:

1) AB = BC por dato o construccion.

2) BE = BD por construccion.

3) B es comun a ambos tridngulos.

Conclusion: AABE = ACBD, por criterio

Al ser los dos triAngulos congruentes, sus 6 elementos
correspondientes son iguales, y podemos afirmar. AE = , m ZBAE = m
£ ym/ZBEA =/ .

> Por otro lado:

En los triangulos AACE y AACD se cumple:

1) lado comun a ambos triangulos.
2) = CD por la congruencia anterior.
3) Como BE= y AB = , por construccion.

Al hacer la resta: BE — BC= BD — AB se tiene:

Conclusion: AACE = AACD, por el criterio
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Al ser los dos triangulos congruentes, sus 6 elementos correspondientes son iguales,
asi podemos afirmar que:|m4DAC = mAECA|y mZCAE = mZACD.
Ademas, ya se mostré que mZ/BAE = m/BCD, al hacer la resta, se cumple:

m«ZBAE — mZCAE = m«ZBCD — m£ZACD

ImZBAC = m/BCA|
Asi, queda justificada la afirmacion.

Su reciproco seria:

Si dos angulos en un triangulo son iguales entre si, también los lados que subtienden
a los angulos iguales seran iguales entre si.
Sea el AABC en el cual m£BAC = m«BCA. Afirmacién: AB = BC.

Justificacion.

Ya que si AB no es igual a BC , uno de ellos es mayor, supongamos que AB es
mayor.

Se toma un punto P de AB de tal forma que AP = B
BC, entonces en los triangulos AAPC y AABC se P
cumple:
1) AP = BC por construccion.
2) £ZBAC = ZBCA por dato, pero Z/PAC = Z/BAC.
Entonces ZPAC = ZBCA. A
3) El lado AC es comun.
Conclusion: AAPC = AABC por criterio LAL.
Lo cual es absurdo, ya que el mayor no puede ser igual al menor.
Por lo tanto AB = BC.

4.2.3 Problemas de aplicacion.

Problema 1) Mostrar que las diagonales de un cuadrado son iguales.
A B

Construccion.

Trazamos un cuadrado de cualquier tamafo y lo
llamamos ABCD, trazamos sus diagonales que son ACy
BD, mostraremos la igualdad de estas.

Solucion:
Queremos demostrar o justificar que :
Para esto, vamos a mostrar la congruencia de los D C
triangulos AADC con
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En AADC En Justificaciéon
AD =|BC Por ser lados del cuadrado
DC =|DC Por ser
ZADC=|__ Ya que
Entonces AADC = por el criterio

Al ser los triangulos congruentes, sus 6 elementos homologos serdn congruentes, en
particular AC = BD, es decir, sus diagonales son iguales.

Problema 2) Si tenemos un AABC (un triangulo cualquiera), sobre el lado AB se
construye el triangulo equilatero AABD, sobre el lado BC se construye otro triangulo
equilatero ABCE, mostrar que los segmentos AE y DC miden lo mismo.
D E

u Solucioén:
Nos fijamos en AABE y ABDC, mostraremos que son
congruentes.
Para esto busquemos tres elementos de uno iguales
a los correspondientes en el otro.
Como AABD es equilatero, AB = BD y ZABD = 60°.
. . Como ABCE es equilatero, BC = BE y ZEBC = 60°.

/—// Entonces se cumple:

En AABE|En Justificacion
AB =|BD Por ser,
BE =|BC Por ser
Z/ABE =| /£ Ya que a 60° se le suma el
mismo angulo B.

Entonces AABE = por el criterio

Al ser los triangulos congruentes, sus 6 elementos homdlogos seran congruentes, en
particular AE = DC, asi, queda demostrada la afirmacion.

Problema 3) Muéstrese que la medida del ancho de un lago se puede encontrar de la
siguiente forma: =
Construccion:

Supongamos que el ancho del lago es AB. Se clava una
estaca en un punto accesible P, se mide de A a P y se clava
otra estaca en A’ de tal forma que A’P = AP como se ve en
la figura. Se hace lo mismo de P a B y se clava una tercer
estaca en B’ de tal forma que B’P = BP. Entonces el ancho
del lago es la medida de A’B’. Muéstrese la validez del
procedimiento.
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Solucién:
Se forman dos triangulos, AABP y AA'B’P, mostraremos que son congruentes.
En AABP En Justificacion
AP =|A'P Por
BP =|B'P Por
ZAPB=|_ Por ser

Entonces AABP =
por el criterio .
Al ser los triangulos congruentes, sus 6 elementos homdlogos seran congruentes, en

particular AB = A'B', asi, queda demostrada la validez del procedimiento.

Problema 4) En el triangulo ADE se cumple AB =AC ; ZA esta trisecado (dividido en
tres partes iguales). Mostrar que AADE es isOsceles.

A Mostrando que AD = AE probaremos que el AADE es isosceles.

Jaf A Solucién:
' Recuerda que si AB=AC entonces Z/ABC = ZACB, y en
consecuencia ZABD = ZACE por ser sus suplementos.

g Mostraremos que AADB = AAEC.
En AADB |En A Justificacion
AB =|AC Por
Zo = Ya que,
/ABD = Por ser
Entonces AADB = por el criterio

Al ser los triangulos congruentes, sus 6 elementos homélogos seran congruentes, en
particular AD = AE, es decir, el AADE es isésceles.

Problema 5) Muéstrese la validez del siguiente procedimiento para medir el ancho de
un rio.

Construccion:

Se elige un punto de observacion y lo

A i A Punto al otro
llamaremos B, después se elige un arbol o e . m’,

piedra u otra marca del lado inaccesible del
rio, lo llamaremos A. Se clava una estaca en
el punto M de tal forma que BM sea 7
perpendicular a AB. Se clava una segunda ® s Punto de
estaca en el punto C de tal forma que CM = [ > DR
BM, y luego unatercer estaca en D haciendo °
que CD sea perpendicular a CM y que queden alineados A, My D como se muestra
en la figura, entonces el ancho del rio sera la medida del segmento CD.
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Solucién:
Mostraremos que el AABM es congruente con el ADCM.
En ADCM |EnA_ Justificacion
CM = Por
/ZMCD = Ya que,
/CMD = Por ser
Entonces ADCM = por el criterio

Al ser los triangulos congruentes, sus 6 elementos homélogos seran congruentes, en
particular CD = AB, es decir, el ancho del rio es la medida de CD, la cual se puede
medir.

Problema 6 ) En el siguiente triAngulo, encuentra los valores de x y de y. Si nos dicen
que AADE = ACGE.
Solucion:
B Al ser los triangulos congruentes, sus 6 elementos
homélogos seran congruentes, en particular AD = CG y

D G AE =FC, es decir, se cumplen las siguientes igualdades:
15 15=2y-x y 2y-6=5x-11
2Y=X  Ordenando cada ecuacion, tenemos el sistema de
A c  ecuaciones: x—2y=-15
2y—-6 E F 5x-11 —-5x+2y=-5
Que al resolverlo en tu cuaderno obtendras: x = y =

Problema 7 ) EI AABC es un tridngulo rectangulo, AC = 15 cm, AD es bisectriz del
/BAC y DELAB, encuentra el valor de x.
Solucién:
A AACD =AADE ya que 1) AD es lado comun.
2) Como AD es bisectriz del
/A, ZCAD = ZEAD.
3) ZADC = ZADE = 60°
Son congruentes por el criterio ALA.
Por tal raz6n AE = 15 cm.

AADE =ABDE ya que 1) DE es un lado comudn, 2)

ZAED = ZBED =90°y 3) ZADE = ZBDE = 60°, por el criterio ALA. Asi que sus lados
homologos son iguales, en particular BE = AE = 15 cm = x.
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Ejercicios 4.2.3

1) El AABC es is6sceles y BC esta dividido en cuatro
partes iguales, ¢ Cuales de los siguientes triangulos son A
congruentes?, justifica tu respuesta. A

B:’K
o E ———3C

2) Demostrar que AABC = ACDE, siC 3) En la siguiente figura AABC y ABDE

es punto medio de AD y AAFD es son equilateros, mostrar que:
is0sceles. AABE = ABDC
£ c
B E
D
A D
c A

4) El AABC es un triangulo rectangulo, 5) EI ABDE es isésceles, AB = CE,
Z/ABE = ZCED, encuentra el valor

AC =15 cm, AD es bisectriz del Z/BAC
de aydenb.
y DELAB, encuentra el valor de x. B

En cada una de las siguientes figuras los triangulos indicados son congruentes,
encuentra el valor de xy el de y.

6) C 7) 8) A% +8E D 3x c
B
16y 9y AW C 3y 2x
D
A B y
4x D 3x
AABC = AACD -
AACD = ABCD AAEB = ACDB
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10) Q
2
y
//
M < P
X -y\ z
2y-9 E F 5x+7
N
AADE = ACGE
AMQP = AMNP

4.3 SEMEJANZA Y TEOREMA DE PITAGORAS.

El concepto de semejanza en matematicas va ligado al concepto de proporcionalidad,
por lo que dos figuras son distintas por su tamafio, aunque tengan la misma forma, sus
angulos correspondientes u homologos deben ser congruentes, mientras que sus
lados deben seguir la misma proporcion.

El tener angulos homélogos congruentes significa que su medida es

¢, Qué significa que sus lados homologos sigan la misma proporcién?

4.3.1 Notacion

Al comparar dos figuras semejantes no podemos decir que son totalmente diferentes,
debido a que tienen la misma forma, pero distinto tamafio. Ahora el simbolo que

usaremos para denotar “es semejante a” sera “~".

4.3.2 Semejanza

Definicion en general

Dos figuras geométricas son semejantes, si tienen exactamente la misma forma,
pero no necesariamente el mismo tamafio. En cuanto a la misma forma, quiere decir
gue la medida de los angulos correspondientes u homologos son iguales y al comparar

la medida de sus lados homélogos estos son proporcionales.

Dos figuras son semejantes, si una de ellas es un modelo a escala de la otra.
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Actividad 1: De las siguientes parejas de figuras indica cuales son semejantes.

O

D,

Actividad 2: Traza una figura semejante a la siguiente:

a) Calcula el area de ambas
figuras.

b) Compara sus lados.

c) Compara sus perimetros.

d) Compara sus areas.
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4.3.3 Criterios de semejanza de triangulos.

Concepto formal: Dos tridngulos son semejantes si sus 3 angulos correspondientes
u homologos son iguales y sus 3 lados correspondientes u homélogos son
proporcionales.

Actividad: Identifica cual de las siguientes parejas de triangulos son semejantes.

NINIRY

3&7 A<

Al igual que en CONGRUENCIA, para mostrar que dos o mas triangulos son
SEMEJANTES no necesariamente tenemos que comprobar que sus seis elementos
cumplen lo anterior, basta con analizar y justificar que se cumpla alguno de los
siguientes criterios.

Criterios de semejanza de tridngulos.
a) Primer criterio: angulo, angulo, angulo (aaa)
Dos triAngulos son semejantes si tienen sus tres angulos correspondientes iguales.

(Esta condicién se reduce a encontrar dos angulos homaologos iguales ya que el tercero
en consecuencia sera igual, ¢ por qué?)

C _' '\(.

Es decir, sim ZA=m £ZA", m£ZB =m«£B’y m£ZC = m£C’, entonces AABC ~ AA'B'C’.
(Criterio aaa)
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EJEMPLO. En la siguiente figura BE || DC, mostrar que AAEB ~ AADC.
Solucién: A
m xABE = m xACD por ser correspondientes
entre las paralelas BE y DC.

m xAEB = mxADC por ser correspondientes
entre las paralelas BE y DC. £

el xDAC es comun en los dos triangulos. o

Entonces, AAEB ~ AADC ya que sus tres angulos homologos (correspondientes) son
iguales.

b) Segundo criterio: lado, lado, lado (llI)

Dos tridngulos son semejantes si tienen sus tres lados homologos proporcionales.

B_ BC AC
AB' B'C' AC

Es decir, se cumple que (Criterio )

EJEMPLO. En la siguiente figura, mostrar que APQS ~ AQRS.

Solucion:
0 Observando los dos triangulos, sus lados
P 3 16 R homologos son:
15

PS con SR hacemos § ==

12 SR 20
15 20 PQ_ 9

PQ con SQ hacemos —~= —
Q Q SQ 12

S 12
5 S con QR hacemos Q—z —
y Q Q OR_ 16
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15 9 12

20 12 16

Se simplifica cada fraccion y se tiene: 3 3 3
4 4 4

, , . 3 .
Al obtener la misma razén de semejanza (4 , podemos decir que sus tres lados son

proporcionales, por lo que APQS ~AQRS.

c) Tercer criterio: lado, angulo, lado (lal)

Dos triangulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales y el angulo
comprendido entre ellos igual.

B Aw
A C
Br
/O\ D
A’ C' c
:E = ;E y %B = xB’ (Criterio i)

EJEMPLO. En la siguiente figura muestra que AABE ~ ACDE.

Solucion:
XAEB = xDEC por ser opuestos por el vértice.

Ahora, analicemos si los lados que se encuentran entre los angulos mencionados en

cada triangulo, son proporcionales. Es decir, debemos ver que

AE _ BE - ,
= — . Para esto, sustituimos sus valores correspondientes:

EC  ED
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AE _15 _5  BE_10_5
EC 9 3 Y ED 6 3
, . AE BE
Como las fracciones son iguales, entonces se cumple que EC = D

Este resultado nos dice que si dos de sus lados homoélogos son proporcionales y el

angulo comprendido entre ellos es igual, podemos afirmar que AABE ~ ACDE.

Ejercicios 4.3.3

Utilizando los datos que se dan en cada ejercicio, demuestra la semejanza de los
triangulos indicados mencionando el criterio que utilizas para afirmarlo.

1) Mostrar que AABC ~ AADE 2) Mostrar que AABD ~ AACD

3) Mostrar que AABC ~ ADEF 4) Mostrar que AABC ~ ACDE

S 2
/
18/
/’
// / ] .
/ E =
A -

\5\\ E? \ /

D B C

, Datos: AB || CEy BC || DE

5) Mostrar que: ACDE ~ AABE 6) ¢, Es semejante el AADE al AABC?
y que AAEC ~ ABED

A . Datos: AE =27,BE =12, AD =18, DC
v =8.  Escribe su justificacion.

12 15 s
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7) Mostrar que AABC ~ AABD 8) Mostrar que AABC ~ ADEF
D B
% : "'\\

A 12 B

9) En la siguiente figura mostrar que 10) En la siguiente figura, mostrar que
AOPQ ~ AOSR AABD ~ ABCE

Dato: AOPQ y AOSR son is6sceles

11) ¢ Son semejantes los triangulos ATMQ y ACJX?

T
18 3

M
12 8 10
X
C

15 12

12) Los lados de un triangulo miden 24 m, 18 m y 36 m, respectivamente. Silos lados
de otro tridngulo miden 12 m, 16 m y 24 m, respectivamente. Determina si son 0 no
semejantes, justifica tu respuesta.

13) Los lados de un triangulo miden 36 m, 42 m y 54 m, respectivamente. Si en un
triangulo semejante a éste, el lado homologo del primero mide 24 m, hallar los otros
dos lados de este triangulo.

14) La raz6n de semejanza del triangulo ABC con el triangulo A’'B’'C’ es 3:4. Si los
lados del primero son 18, 21 y 30, determina los lados del segundo.
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4.3.4 Razon entre perimetros y entre areas de triangulos semejantes.

Como ya viste anteriormente, dos 0 mas tridngulos son semejantes si sus tres lados
homélogos son proporcionales, es decir, tienen la misma razén de semejanza.

Realiza la siguiente actividad, completando la siguiente tabla

Triangulo 1 Triangulo 2 Razodn de . .
: Razdn de perimetros
(lados) (lados) semejanza
4,8y 10 : y 1/2 4+8+10=
6,7y11 4.5,5.25y8.25 6+7+11 _
20,32y 26 5/
10,16y 20 2/3
24,39y51 8,13y 17
9, 15, 18 3

Conclusion: La razon de los perimetros de los triangulos semejantes es igual a

Suponiendo que los triangulos AABC y APQR son semejantes y la razén de semejanza
es r, entonces:
Cp

B 0O
;=AB_BC CA _AB+BC+CA _ Perimetro AABC

- = = =_ @@ ~

PQ QR RP PQ+QR+RP  Perimetro APQR

A R

EJEMPLO. Los perimetros de dos triangulos semejantes son 40 y 104 cm ¢ cuél es la
razon de un par de lados homélogos?

Solucién:
La razon de un par de lados homélogos = razon entre sus perimetros.

5

Entonces, m = E

5
Respuesta: La razén de un par de lados homélogos es 13 .
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Cuando dos triangulos son semejantes la razon de sus alturas es igual a la razén de

: . . . h
semejanza r, es decir, en la siguiente figura: =T

hl
B’
B
/\2 i '
A C A! C,
. ACh . ., ACH
Area de AABC:T y Area de AA'B’C’ = >
ACh - -
Haciendo el cociente; -2 — th =£-£= rer=r2
A'C'h 2ACh AC N
2

Conclusion: La razén de las areas de los triangulos semejantes es igual al cuadrado
de su razon de semejanza.

En esta parte, se puede sugerir el siguiente video para reforzar estas propiedades:
https://www.youtube.com/watch?v=mFFnbaJt2B0

EJEMPLO. Dos triangulos son semejantes, y la razon entre sus areas es 4/7. Hallar la
medida de cada lado del primer triangulo.

., 6
Solucién:

, , _ _ 4 2
La razon de un par de lados homologos = Vrazén entre sus areas = \ﬁ: —ﬁ
N

Entonces: 2 -

2 _ 14

, despejando a=—==5.2915
xﬁ SPel xﬁ
b_2 despejando b = E" 3.7796
5 .7 Pel 7T

A

522
6 -7

- _12
, despejando ¢ = N 4.5355

Respuesta: a =5.2915, b =3.7796 y ¢ =4.5355.
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Ejercicios 4.3.4

1) Los perimetros de dos triangulos semejantes son 28 y 105 cm ¢ cual es la razon de
un par de lados homadlogos?

2) Los lados de un triangulo miden 8,12 y 16 cm. Calcula los lados de otro triangulo
semejante al dado sabiendo que su perimetro es de 108 cm.

3) Los lados de un triangulo tienen longitudes de 18, 21 y 31 cm. Un triangulo
semejante tiene un perimetro de 48 cm ¢ cuales son las longitudes de los lados de este
triangulo?

4) Un lado de un triangulo tiene 4 veces el largo del lado correspondiente de uno
semejante. El perimetro del triAngulo menor es 18 m. ¢ Cuanto mide el perimetro del
triangulo mayor?

5) Los lados de un triangulo miden 3, 4 y 4,5 cm. El perimetro de otro tridngulo
semejante es 23. ¢ Cudl es la razon de semejanza? ¢Cuanto miden los lados del
segundo triangulo?

6) El perimetro de un triangulo is6sceles es 49 m y su base mide 21 m. Halla el
perimetro de otro triangulo semejante, cuya base mide 4 m. ¢Cual es la razén de
semejanza entre el triAngulo mayor y el menor?

7) Larazén de semejanza entre dos triangulos es 2/5. Si el &rea del mayor es 150 cm?,
¢cual es el area del menor?

8) Dos triangulos semejantes tienen una superficie de 25 cm? y 35 cm?
respectivamente. Determina la razén de semejanza de los dos triangulos.

9) Los lados mayores de dos triangulos semejantes miden 8 cm y 13,6 cm,
respectivamente. Si el area del primero es 26 cm?, ¢ cudl es el area del segundo?

10) El perimetro de un triangulo isosceles es 64 m, y el lado desigual mide 14 m.
Calcula el area de un triangulo semejante cuyo perimetro es de 96 m.

11) Las areas de dos triangulos isdsceles semejantes son 48 m? y 108 m2. Si el lado
desigual del primer triangulo es 12 m, ¢.cual es el perimetro del seqgundo?

12) Sean T1y T2 dos triAngulos semejantes tal que la razén de semejanzade T1ly T2
es 2:3.

a) Si el perimetro de T1 es 18 cm, hallar el perimetro de T2.

b) Si el area de T2 es 48 cm?, hallar el area de T1.

13) Las areas de dos triangulos semejantes tienen como medida 196 cm?y 36 cm?,
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Determina la altura del triangulo de menor area cuando la altura correspondiente del
triangulo de area mayor es de 14 cm.

14) Si el area de dos triangulos equilateros es 5 cm? y 25 cm?, respectivamente. ¢ Son
semejantes? ¢ Por qué? En caso afirmativo calcula la razén de semejanza.

4.3.5 Problemas de aplicacion.
Aplicaremos los criterios de semejanza en la resolucion de algunos problemas.

EJEMPLO 1) Cuenta la historia que el gran matemético griego Tales de Mileto midi6 la altura
de las pirdmides de Egipto usando un método muy simple: compar6 la sombra de su bastén
con la sombra de la piramide. Los hombres del dibujo intentan usar el mismo método para
medir la altura del arbol. Si el palo ED mide 2 m y su sombra DF mide 3 m, ¢cudl sera la
altura del arbol si al medir su sombra obtenemos 18 m?

AN

PP
= ;
" pulis. &
] ;r

Solucion: o

Como el arbol y el palo estan verticalmente al suelo, podemos hacer un trazo
geométrico simulando la situacion de la siguiente forma:

A -
Es claro y facll,
£ deducir que los
arbol triangulos son
Xxm palo i .
5m semejantes:
C Sombra B D sombra F
18 m 3m

1) Al estar tanto el arbol y el palo verticalmente al suelo, forman un angulo de

2) Como la comparacion se hacen al mismo tiempo y los rayos solares son paralelos,
/B = ZF por ser
3) El tercer angulo homdélogo sera igual, ya que
Conclusion, AABC ~ AEFD por el criterio aaa.

, . . . AC_CB
Al ser semejantes sus lados homologos son proporcionales, es decir, =) = OF"
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. . 18
Sustituyendo los valores y despejando a “x”: §= 30 X= 12.

La altura del arbol es de 12 metros.

EJEMPLO 2) ¢ Como medirias la altura de una gran araucaria?

Veamos otra forma diferente a la anterior para hacerlo.

Solucion:

Primero podrias medir la distancia que te separa de la araucaria, por ejemplo 100
metros. Enseguida, podrias tomar una vara de un metro de largo y ponerla entre ti y
la araucaria, de modo que la oculte exactamente. Si mides a que distancia de ti debe
estar esa vara, puedes ya hacer un dibujo de la situacion como en la figura.

A

[
»

También es facil demostrar que tenemos dos triangulos semejantes (demuéstralo) y
por tal razén se cumple:
1 4 100

— =_—_ despejando a “X” tenemos  100(1) = 4X, es decir, X="-=25
X 100 4

Por lo tanto, la altura de la araucaria es de 25 metros.
EJEMPLO 3) En una fotografia de Juan y Pedro ambos aparecen de pie. Juan mide

1.5 my en la foto aparece de 10 cm. ¢ Cuanto mide Pedro si la foto lo muestra de 11
cm?

Solucion:
Como en una fotografia las medidas de las imagenes estan en la misma proporcion,
. . estaturade Pedro  estatura de Juan P 15
asi que podemos afirmar que = ,esdecir, — ="
11 10 11 10
Despejando a “P”: P = 11%5) =1.65 Pedro mide 1.65 m.

249



Unidad 4: Congruencia, Semejanza y Teorema de Pitagoras

Ejercicios 4.3.5

1) Explica detalladamente cémo es posible determinar la altura H de este arbol usando la
informacion del esquema (en el suelo hay un espejo y el observador ve la parte més alta del

arbol a través del espejo). A 1
# N
P
. P e
€ S . g
- i "
W 1) ,‘94,:-’.%_\
|
e e B L S
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2) Cuenta la historia que el gran matematico griego Tales de Mileto
midio la altura de las piramides de Egipto usando un método muy
simple: comparo la sombra de su bastdn con la sombra de la piramide.
Si su baston media 1 metro y proyectaba una sombra de 50 cm. ¢ cudl
es la altura de una piramide cuya sombra mide 45 metros? Explica tus
calculos usando un diagrama.

3) Explica detalladamente cémo es posible determinar la altura H de este arbol usando
la informacién del esquema.
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4) ¢Queé altura tiene el faro, de acuerdo a la informacion que AR
observas en la figura? P

250



Unidad 4: Congruencia, Semejanza y Teorema de Pitagoras

5) Un &rbol de 3 metros de alto a una cierta hora genera una sombra de 1,8 metros de
largo. ¢ Cuanto medira la sombra de una persona de 2 metros de alto a la misma hora?

6) La sombra de un rascacielos en un determinado momento del dia mide 19.2 m. Si
en el mismo instante y lugar la sombra de un seméaforo de 2.5 m de altura, mide 1.5 m
¢, Cudl es la altura del rascacielos? Suponer que ambos son perpendiculares al suelo.

7) Considerando los siguientes triangulos.

a) Determinar si los triAngulos son semejantes.

b) En caso de ser semejantes, hallar la razén de semejanza del primero respecto
del segundo; y la razén entre sus areas.

c) Sea T un tercer triangulo semejante a los dos triAngulos dados, tal que la razon
entre las areas del primero respecto del tercero es 4/9. Hallar la medida de cada
lado del tercer triangulo.

8) Un rectangulo tiene una diagonal de 75 m. Calcula sus 3
dimensiones sabiendo que es semejante a otro
rectangulo de lados 36 my 48 m. 4.5 & 4

4.3.6 Teorema de Thales y su reciproco.

El Teorema de Thales dice:

Si tres 0 mas rectas paralelas son cortadas por dos rectas secantes, los segmentos
determinados en una de las transversales son proporcionales a los segmentos
correspondientes en la otra. Es decir:

AB BC AC

c ":‘ e AR - BCY - AT

Este Teorema se puede demostrar usando la semejanza de triangulos.

SUGERENCIA: ver video en https://www.youtube.com/watch?v=ujd6ylE4h88
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En la siguiente figura, es facil mostrarlo. Si las rectas que pasan por AA’, BB’, CC’ son
paralelas, entonces se cumple que AAPA’ ~ ABPB’ ~ ACPC'.

Al ser semejantes, sus lados homdlogos seran
proporcionales. Asi, en los triangulos AAPA’ ~

ABPB’; se tiene: Ezﬂ gue se puede
BP B'P
- AB+BP A'B'+B'P
escribir como: = ,
BP B'P

L. AB BP AB' B'P AB AB'
separando los términos: +—= + estoes, —= )
BP BP B'P B'P BP B'P

AB BP
AB BP’

Es decir,

De forma similar se procede con los triangulos ABPB’ ~ ACPC’.

Veamos algunos ejemplos donde se aplica el Teorema de Thales:
EJEMPLO 1. Las rectas a, b y c son paralelas. Halla la longitud del segmento x.

Solucién:

—

14_

g, despejando a x se tiene:

—

X = %:2.80m

EJEMPLO 2. Hallar las medidas del segmento AB,
siAC | DE.

Solucion:
X+3 5
Por el teorema de Thales se cumple: 0 "9
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Unidad 4: Congruencia, Semejanza y Teorema de Pitagoras

y\ Despejando a “x”: x+ 3 = 5(10) =5.5
D E >

x+y \ entonces, x+3=5.5,x=2.5

A c AB=x+3+5=25+8=10.5u.

El reciproco del Teorema de Thales dice:

Si dos rectas cualesquiera son cortadas por varias rectas de tal forma que los
segmentos determinados en una de las rectas son proporcionales a los segmentos
correspondientes en la otra, entonces las rectas seran paralelas.

EJEMPLO. En la siguiente figura, las rectas a y b son paralelas. ¢Podemos afirmar
qgue c es paralela a lasrectasay b?

Solucién:

Si, porgue se cumple el Teorema de Thales.
Ya que se cumple la proporcibn de los
segmentos correspondientes:

3

5=4 6 decir, 3(4) = 6(2)

e

12 =12, lo cual es verdadero.

En esta parte de estudio es pertinente conocer y justificar el teorema de la altura, que
s6lo se cumple en triangulos rectangulos.

Teorema de la altura de un triangulo rectangulo. Justificacion.

OBSERVACION: De las tres alturas que tiene un triangulo rectangulo, dos de ellas son
los catetos, la tercer altura es sobre la hipotenusa.

El teorema de la altura nos da la relacién entre la altura sobre la hipotenusa en un
triangulo rectangulo y los segmentos que determina sobre la misma o proyecciones de
los catetos. Este dice asi:

“En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la altura relativa a la hipotenusa es igual
al producto de las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.
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En el triangulo se cumple:

h2 = men

Justificacion:
Traza los tres tridngulos rectdngulos que se forman en la figura anterior y marca los
angulos congruentes y los lados proporcionales.

AACB AADC ACDB

Los triangulos AADC y ACDB son semejantes, ya que:

1°) AADC ~ AACB (Tienen dos angulos iguales, el tercero seré igual, criterio aaa)
2°) ACDB ~ AACB (Tienen dos angulos iguales, el tercero sera igual, criterio aaa)
Por transitividad AADC ~ ACDB.

Al ser semejantes, sus lados homélogos son proporcionales, en particular:

BD DC . m h .

——=—_—es decir, —=— que es lo mismo que h? = men.

DC AD h n

Otra forma de enunciar este teorema es:

“En todo triangulo rectangulo, la altura relativa a la hipotenusa es media proporcional
entre los dos segmentos que dividen a ésta’.

EJEMPLO. En el siguiente triangulo rectangulo, encontrar el valor de su altura h si se
sabe que BD = 3 y DA = 5.También calcular la medida de los catetos BC y AC.
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B Solucién:

3 Por el teorema de la altura, h? = 3(5) = 15

h= .15 =3.872
h 3 Como AACD ~ AABC se cumple: £= DA , €s decir £= i
AB AC 8 AC
IS A Entonces, (AC)? =40, AC = ./40=6.324
De forma similar, como ABCD ~ AABC se cumple: Ez @ es decir ﬁz i
AB BC 8 BC

Entonces, (BC)? = 24, BC = /24 = 4.898
Respuesta: h = -/15, AC = /40 yBC = /24

Otra forma de hacerlo es usando el Teorema de Pitagoras que recordaremos a
continuacion.

4.3.7 Teorema de Pitdgoras y su reciproco. Justificacién.

En todo tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa / \‘\\
es igual a la suma de los cuadrados de los catetos. Es decir, // - \>
en la siguiente figura se cumple: + /
CE PR /
h_b A

El Teorema de Pitdgoras en un inicio, fue aplicado para el célculo de areas, en este
sentido, se puede interpretar como sigue:

Area del cuadrado de lado ¢ =
Area del cuadrado de lado a = C c?2=a?+Dh?

Area del cuadrado de lado b =

Es decir, c? = a? + b? b
Hay muchas demostraciones del Teorema de Pitdgoras, el matematico
estadounidense E. S. Loomis, catalogdo 367 pruebas diferentes en su libro The
Pythagorean Proposition de 1927. Se supone que Pitagoras lo demostré por
semejanza de triangulos de la siguiente forma.
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Unidad 4: Congruencia, Semejanza y Teorema de Pitagoras

Justificacién: Suponiendo que AABC es triangulo rectdngulo en C. El segmento CH
es la altura relativa a la hipotenusa, en la que determina los segmentos a’ y b’
proyecciones en ella de los catetos a y b, respectivamente.

De acuerdo a la figura de abajo dibuja estos tres triangulos y marca los angulos
congruentes y sus lados proporcionales

AABC AACH ABCH

Ya se vié anteriormente y de acuerdo a los triangulos que dibujaste, que estos son
semejantes, AABC ~ AACH ~ ACHB, por lo que:
1°) De la semejanza entre AABC y AACH:

b :; que es lo mismo que b? = cb’

2°) De la semejanza de AABC y ABCH:

a ¢ . ,
—=—que es lo mismo que aZ = c*a
a a

Entonces a + b? = cea’ + c*b’ = c(a’ + b’) = ¢(c) = ¢?, es decir, c>=a? + b?

El Teorema de Pitadgoras sélo se aplica en tridngulos rectangulos, y por lo general se usa para
encontrar la magnitud de uno de los lados del triangulo conociendo las medidas de los otros dos.

EJEMPLOS. En las siguientes figuras, encuentra el valor de x.

1
) c 2)

X+2

10 8
A X B 5
i Solucion:
Solucion: N
Por el Teorema de Pitagoras Por el Teorema de Pitadgoras: 152 = 52 + (x+2)?
X2 - 82 + 102 - 64 + 100 - 16’4 DeSpejandOZ 225 - 25 = (X+2)2; 200 = (X+2)2
x = -[164 = 12.806 x+2 = ++/200 = 14.142, entonces x = 12.142
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Unidad 4: Congruencia, Semejanza y Teorema de Pitagoras

Observacion: Para magnitudes la raiz cuadrada debe ser positiva.

Reciproco del Teorema de Pitagoras:

Si en un tridngulo se cumple que el cuadrado del lado mayor es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos lados, entonces el triangulo es un triangulo rectangulo.

Justificacion:
Supongamos que en el AABC, se cumple que (AB)? = (BC)? + (AC)>.
Desde el punto C se traza CD perpendicular a AC, con DC = BC.

D C
Se une A con D, y se forma el AADC, que es un triangulo \
ya que tiene un angulo de
Como BC = DC por construccion, entonces (BC)? = (DC)>.
Sumando AC? en ambos lados se tiene:
BC? + AC? = DC? + AC? = AD? 5 "C

Como el AADC es triangulo rectangulo por construccion, entonces se cumple el
Teorema de Pitagoras.

Es decir, BC? + AC2 = AD?, como BC? + AC? = AB?, entonces, AD? = ABZ.

Si AD? = AB? entonces, AD =

Asi, se puede afirmar que AABC = AADC por el criterio LLL, ya que:

1) BC = DC por construccion.

2) AC lado coman.

3) AB = AD por la deduccion anterior.

Entonces, como AADC es triangulo rectangulo implica que AABC también es un
triangulo rectangulo, y se cumple el Reciproco del Teorema de Pitagoras.

EJEMPLO. Las medidas de los lados de un triangulo son 13, 12 y 5. ¢ Sera un triangulo
rectangulo?
Solucién:
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Unidad 4: Congruencia, Semejanza y Teorema de Pitagoras

Por el Reciproco del Teorema de Pitagoras, si se cumple que 132 = 122 + 52 se puede

afirmar que el triangulo de lados 13, 12 y 5 es un triangulo rectangulo.

Calculando los cuadrados, 13? = 169, 122 = 144, 52 = 25, en efecto, se cumple que 169

=144 + 25.

Observacion: Tres medidas que cumplen el Teorema de Pitagoras se les llama Ternas

Pitagoricas.

Ejercicios 4.3.7

1) Sien el AABC, CE es la bisectriz del
ZACBy ZABE = ZACD, mostrar que

AACD ~ ADBE y que AADC ~ ACEB.
C

|

2) En la siguiente figura AB || DE.
Encuentra el valor de x y la magnitud
de AC y de BC.

A 2x+35 D

3) En la siguiente figura DE || AB.
Encuentra el valor de x y la magnitud
de AC.

4) Encuentra el valor de x y el de BF,
si las rectas AB, CD y EF son
paralelas.

Al 41c 7 E

Bl
2x +

5) AB| DE, encuentra el valor
de x yeldeAC.

6) AB|| DE, encontrar la medida de BC.
c

18 4x

D

10/
A

E
\2x+2

B
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7) Encuentra el valor de x yelde AC, si | 8) Encuentra el valor de x vy el de QU,
las rectas AB y DE son paralelas si las rectas PQ, RSy TU son
q paralelas.
(il
3 P \Q
1 M i Bes 14 t X ﬁ 3 \“5
22 2x - 1

T U

9) Con regla y compas dividir el segmento LM en 5 partes iguales, explica tus trazos.

10) Calcula la altura de un triangulo
rectangulo con los datos que se muestran
en la figura:

18¢cm 8cm

11) Los lados de un triangulo rectangulo miden 6 m, 8 m y 10 m, respectivamente.
¢, Cuanto mediran los catetos de un triAngulo semejante al primero si su hipotenusa
mide 15 m?

12) En un tridngulo rectangulo, la altura correspondiente a la hipotenusa mide 16 cmy
la proyeccion ortogonal de uno de sus catetos mide 32 cm. ¢ Cuanto mide la hipotenusa
de dicho triangulo?

13) Usando el Teorema de Pitagoras, encuentra el valor de x en cada caso.

a. b. C.
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x+1 2%

o _ _ a. AB | AC | BC
14) Usando la siguiente figura y el Teorema de Pitagoras, b. 6 8
completar la siguiente tabla:
¢ C. 3 3
d. 12 8
e. 1 Y2
f. 6 \/§
A 5 g \E V3
h. J5 | 243
i 12 4
j. 1 | »
K. 1 Ya

15) Primero traza la figura para contestar los siguientes ejercicios:

a) Encontrar la medida de la diagonal de un cuadrado de lado 5.

b) Las diagonales de un rombo miden 12 vy 8, ¢.cual es la medida del lado del
rombo?

c) ¢ Cuanto mide la altura de un triangulo equilatero cuyo lado mide 6 unidades.

16) ¢ Cuanto mide la altura del triangulo isésceles ABC cuyos lados iguales miden 9
cm vy el tercer lado mide 6 cm?

17) En la siguiente figura encuentra el 18) ABCD es un trapecio,
valor de hy de a. encuentra el valor de “y”.
, 22 A ’ B
10 12 20
4 16 D T C
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20) ABCD es unrombo de lado 12 uy

19) ABCD es un trapecio, encuentra el | yna de sus diagonales mide 16 u,
valor de AD. ¢cuanto mide la otra diagonal?

A 20 B A B

45° 45°
D 14 C 5 A
_ o C
21) Suponiendo que el AABC es isosceles, |
calcular la medida de su altura como se muestra altura 6 cm
en la figura.
base 15cm

22) La medida de los lados de un triangulo equiladtero es de ZxE unidades,
determine la medida de la altura.

23) Dadas las siguientes medidas, ¢ cuales corresponden a los lados de un tridngulo
rectangulo?

a) 10, 24, 26 b) 20, 21, 29 c) 8, 15, 17 d) 5, 13, V195

24) Dadas las siguientes ternas de numeros, ¢,cuales seran ternas pitagoéricas?
a) 7,24,25 b) 20, 20, 20-/2 c) 13, 15, 17 d)2,3,6

25) Calcular el area sombreada de cada una de las siguientes figuras:
a) b) €)

1H

1 12
ABCD es un cuadrado de lado 18
cmy las ocho semicircunferencias
sSon congruentes
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4.3.8 Problemas de longitudes y areas que involucran semejanza, congruencia,
y Teorema de Pitadgoras.

PROBLEMA 1. Calcular la altura del arbol con los datos de la figura, suponiendo que
la vara de 1 m es paralela al arbol.

] oia- el e e %
C - “0 e -
. e ._lm o e
"" -

Solucién:
Hacemos una figura geométrica de la situacion:

Como lavara de 1 m es paralela al &rbol, en la figura

X tenemos dos triangulos semejantes. Entonces, sus
am 1m lados homologos son proporcionales y se cumple:
100m x 100

—=——,esdecir,x= —— =
1 4

Respuesta: La altura del arbol es de 25 metros.

PROBLEMA 2. El triangulo rectdngulo ABC, como se muestra en la siguiente figura,
estd dividido en dos triAngulos rectangulos de &areas 90 y 10 cm?,
respectivamente, ¢cuales son las medidas C
del triAngulo ABC?

Solucién:
Al ser triangulos rectangulos y CD altura, A B
AABC ~ AACD ~ ACBD D
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Area AACD _ 90
Area ACBD

De esto, la razén de semejanza entre los lados de los triangulos es r = 9 =3

= =r2

Entonces, se cumple que

Usando esta razon, como AACD ~ ACBD sus hipotenusas son , €S

decir, se cumple que i = 3. De esto se deduce que AC = 3BC

BC
ACxBC _

Por otro lado: Area AABC = 5 cm?, entonces AC xBC =200

Sustituyendo el valor de AC tenemos 3BC xBC =200, asi, BC) =

De esto, BC = \ 2(3)0: 10 \E, al sustituir este valor en AC, AC =3BC =30 g

Aplicando el Teorema de Pitagoras en el AABC:

'ABY =« ACY « BC= - _ 20300
Finalmente, AB= 2000 _ 20\6:20 Fz
3 3 3
- 2 o )
Respuesta: BC =10 §cm =~ . AC = 30\ §Cm ~ y
— 5
AB=20. /-cm.= .
13 S
- 1. 7m
PROBLEMA 3. ¢Cual es la profundidad de un pozo, si su = =1
diametro es de 1.5 m y alejandonos 0.5 m del borde, desde una 05

altura de 1.7 m, vemos que la visual une el borde del pozo conla
linea del fondo?

Solucion: -
Los triangulos ABC y CDE son semejantes ya que los segmentos
BC y DE son paralelos por ser perpendiculares al suelo (marca en la figura los angulos
congruentes), por lo tanto los lados tienen que ser proporcionales.

Es decir: :C: AB. Al sustituir los datos se tiene: §=1—5 despejando BC =

E D 17 05
5.1

B

lve)

N
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Respuesta: La profundidad del pozo es de 5.1 metros.

PROBLEMA 4. En el triangulo ABC, | es mediatriz del lado AC, AB = MC, encontrar la
medida del angulo x.
8 }

Solucién: Trazamos el segmento AM y se obtienen
dos trihngulos congruentes AAMD y AMDC.
(¢, Porqué?)

Entonces, se cumple que: AM = MC, AD =DC

/MAD = 27°y Z/AMD = 63° ya que la suma de los &ngulos interiores en un triangulo
es de 180°.

Ademas, Z/AMB + ZAMD + ZDMC = 180°, entonces ZAMB = 54°,

Por hipotesis AB = MC, pero MC = AM, entonces AB = AM.

Es decir, el AABM es isGsceles con Z/AMB = /x, entonces £x = 54°,

Respuesta: £x = 54°,

PROBLEMA 5. Calcular el area del ABPQ en la siguiente figura.
Si ABCD es un rombo de area 8 cm?. Con P y Q puntos medios
de los lados AD y DC, respectivamente.

Solucién:
Recuerda las propiedades de un rombo, sus cuatro lados son P a
iguales y sus angulos opuestos también son iguales.

Es facil mostrar que AABP es congruente al ACBQ, entonces
sus areas son iguales.

Por un lado: Al ser Q punto medio de DC, QC = D2C

Como ABCD y ABCQ tienen la misma altura, entonces el area del
ABCD = 2(area ABCQ). (Puedes prolongar DC y traza sus alturas
con respecto a B)
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area ABCD _ 8

Pero al ser BD diagonal del rombo, area ABCD = > >
=4 cm?. De esto, el area del ABCQ = 2 cm?

Entonces 2(area ABCQ) = 4, pero, como AABP es congruente al
ACBQ, podemos afirmar que: area AABP + area ACBQ = 4.

De tal forma que area ABPQ + &rea APQD =8 —4 =4 m?2,

Por otro lado: Al trazar la diagonal AC, el APQD es semejante al

AACD y su razon de semejanza es , ¢porquée?
, 2
Entonces, M: 1 = l de esto se deduce que el area
area AACD 2 4
del APQD = areaﬁACD y como AC es diagonal del rombo, el area del AACD =
area ABCD _ 5
- "= m?2.
2
Por lo que el area APQD = A = m?2, entonces area ABPQ =4 m?—-1m?
Respuesta: area ABPQ = m?
. L-_-r- :""lln
PROBLEMA 6. Se ha tendido un cable de 56 m de t
longitud uniendo los extremos de dos torres metalicas .+, Iyt [
cuyas alturas son 25 my 35 m, respectivamente. ¢ Qué !——TH .
distancia separa los pies de ambas torres? : '
Solucién:
B Trazamos una figura geométrica que represente los
10 \\5\6‘\ postes, el suelo y los cables con las medidas dadas, le
eh asignamos nombres a los vértices del trapecio resultante
b c ya que se supone que los postes son perpendiculares al
25 suelo.
= Trazamos un segmento paralelo a AD que pase por C,
A D sellamara CE.

Y se forma el triangulo rectangulo BCE, con las medidas de la figura. Aplicando el
Teorema de Pitagoras se obtiene: 562 = , b?=

Donde b = +/56%-10% = = 55.099.

Respuesta: La distancia que separa los pies de ambas torres es de 55.099 metros.
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PROBLEMA 7. En un cuadrado de 18 cm de lado se inscribe un circulo y en este
circulo un cuadrado y en este segundo cuadrado otro circulo. Hallar el é&rea
comprendida entre el Ultimo cuadrado y el ultimo circulo.

Solucion:
Trazando un dibujo siguiendo el enunciado del problema, podemos deducir que el

radio del primer circulo es 9 cm, ya que es la mitad del lado del

primer cuadrado. A £
La medida del lado del segundo cuadrado es la hipotenusa del d
triangulo rectangulo isésceles que se forma al trazar los radios AC
y BC C gkm
) 18 cm
Aplicando el Teorema de Pitdgoras obtenemos:
c?= =162
= /162 18 cm

Entonces, el area del segundo cuadrado es (lado)? = (+/162 )? = 162 cm?.

Por otro lado, el radio del segundo circulo, sera la mitad del lado

de esté 2° cuadrado, es decir, suradioes;: ——— . A £

De tal forma que el area del segundo circulo es:

2
g
“[mz&j _ 1ej7z om? \'ﬁ/“m 5o

Finalmente, el area comprendida entre el 2° cuadrado y el 2°

circulo es:
_ 18 ¢m
162 — 165” _ 648 4162” = 34.765 cm?

Respuesta: El area comprendida entre el cuadrado y el circulo es 34.765 cm?

PROBLEMA 8. En la siguiente figura BC =AC , EC =CD y
BE =AD y ZADB = 43°, encontrar el valor del Za.

Solucion: Marca en la figura los datos.
- Por un lado, el AECD es isésceles ya que EC =CD,
entonces ZCDE =

18 cm

18 em
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- Por otro lado, nos fijamos en los triangulos ABCE y AACD, puedes mostrar que son
congruentes por el criterio . Al ser congruentes, sus angulos homaologos son
iguales, es decir, ZADC = £

Pero Z/ADC = 43° + Za, entonces ABEC 43° + Za.

Como ZBEC + Za = , sustituyendo la medida de Z/BEC se tiene, 43° + Za
+ Za = 180°, despejamos Za y obtienes Lo =

Respuesta: mZa =

Ejercicios 4.3.8
1) Determinar el lado de un triangulo equilatero cuyo perimetro es igual al de un

cuadrado de 12 cm de lado. ¢ Seran iguales sus areas?

2) Se cae un poste de 8.6 metros de altura sobre un
edificio que se encuentra a 6.7 metros de él. ¢ Cual es
la altura a la que le golpea?

86m

3) Calcular el area de un triangulo rectangulo en el que las
proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa miden 64

y 10 cm.
64 cm I0cm
I
4) Para calcular la altura de un faro, ponemos un T
palo vertical cerca 'y medimos la sombra del palo y %
del faro. Hemos obtenido 0.75 y 6 m, L

respectivamente. Si el palo mide 1 m. ¢Cuéanto
mide el faro? [3

e

5) La sombra de un rascacielos en un determinado momento del dia mide 19.2 m. Si
en el mismo instante y lugar, la sombra de un seméforo de 2.5 m de altura mide 1.5 m
¢, Cual es la altura del rascacielos? Suponer que ambos son perpendiculares al suelo.
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6) Una hectérea es el area de un cuadrado de 100 m de lado, y se denota 1 ha. Si un
campo rectangular de 250 ha esta atravesado diagonalmente por un rio. De un lado
del rio, se siembra 2/5 del terreno con maiz. Del otro margen del rio, se siembra una
tercera parte del terreno con girasol. El resto se destina al pastoreo.

a) ¢ Cuantas hectareas se destinan al pastoreo?

b) Si se cosechan 335040 kg de maiz, ¢cual es el rendimiento promedio por

hectarea?

7) En un incendio de un hospital acudié una unidad de bomberos con una escalera de
32 m de longitud, que consta de 80 peldafios distribuidos uniformemente. Al apoyar la
escalera sobre la fachada del edificio se observa que el primer peldafo se encuentra
a 30 cm del suelo.
a) ¢Qué altura del edificio alcanzara la escalera?
b) Si el fuego se encuentra en el 5° piso, y cada piso tiene 4.5 m de altura, ¢, podran
ser rescatados los enfermos que alli se encuentren?
c) Puesto que las llamas ascienden, ¢ es posible con dicha escalera evacuar los 7
pisos de que consta el hospital?

8) Observa el tobogan en el que juegan Lucia y Marcos.

a) Calcula la medida del lado n.
b) ¢ Cual es la altura del tobogan?

9) Una maqueta de barco usa dos cablecitos para tensar el mastil mayor, debiendo
quedar como muestra la figura.

b) ¢ Cudl debe ser la longitud de dicho cable?

a) Calcular la distancia a la que debemos colocar el cable c. l
c) ¢,Cual es la altura del mastil?

10) Un ciclista recorre en linea recta 6 km hacia el Este, 2 km hacia el Norte, 3 km
hacia el Este y 5 km hacia el Norte, finalizando ahi su recorrido. ¢A qué distancia se
encuentra del punto de partida?
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11) Una industria construye bastidores para colocar B anbrdl
telas para pintura de 80 por 60 cm. Para reforzarlos se
utilizan dos varillas de pino que se colocan en las
diagonales. Las varillas se obtienen cortando tirantes de
pino que miden 10m de largo. ¢ De cada tirante pueden
obtenerse refuerzos para cuantos bastidores?

60 cm

12) En un cuadrado se traza una perpendicular a uno de los lados que pase por el
punto de interseccion de las diagonales. La longitud del segmento que va desde este
punto al pie de la perpendicular trazada es de 7cm. Determinar el area del cuadrado.

13) El AABC es un tridngulo rectangulo, AC = 15 cm, AD es bisectriz del Z/BAC y

DE_LAB, encuentra el valor de xy de y.
A
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AUTOEVALUACION

Con esta evaluacion verificaras si realmente has adquirido los conocimientos basicos
necesarios para aprobar esta unidad. Para hacer esta evaluacién, es necesario que la
resuelvas sin consultar algun texto durante la solucion.

Esperamos que esta autoevaluacion la termines en 1 hora como maximo.

EN CADA EJERCICIO ESCRIBE TUS RAZONES O JUSTIFICACIONES.

1) Demuestra que AABC = AEFD, AEesta 2 Demostrar”que AABC ~ ACDE, si
trisecado, AAPE es isésceles y BP = FP. por construccion AB || CE 'y BC || DE.

P

LN/

A c D E

4) ABCD es un trapecio, encuentra

3) En la siguiente figura, AB || DE, el valor de "y,

encontrar la medida de BC. A y B
c 1?2 20
18 4x
D E 0 36 ‘
10/ \2x+2
A B

5) Para calcular la altura de un faro, ponemos un
palo vertical cerca y medimos la sombra del palo y
del faro. Hemos obtenido 0.75y 6 m,
respectivamente. Si el palo mide 1 m. ¢ Cuanto
mide el faro?

ESCALA:

Para considerar si has adquirido los aprendizajes de esta unidad, es necesario que
resuelvas correctamente todos los ejercicios.

Si resuelves bien 1 o0 2 ejercicios, tienes que volver a estudiar con mayor conciencia
esta unidad, y hacer todos los ejercicios propuestos.

Si contestas bien 3 ejercicios has logrado aprender sélo los conocimientos basicos,
pero si resolviste 4 0 5 vas avanzando bien en tu estudio.
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Unidad 4: Congruencia, Semejanza y Teorema de Pitagoras

ANEXO: BINGO DE CONGRUENCIA

Este juego permite consolidar conceptos ya trabajados sobre los criterios de
congruencia.

Objetivo: Esta pensado para que nuestros estudiantes practiquen y adquieran cierta
agilidad en el manejo de los criterios de congruencia y al mismo tiempo practicaran la
estructura de una deduccion.

Materiales: Son un total de 22 papeletas donde en cada una hay un ejercicio de
demostracion de la congruencia de dos triangulos. Y 39 cartas donde en cada una se
hace una afirmacion verdadera.

Participantes: Recomendado para alumnos de segundo semestre del ciclo escolar del
CCH (al terminar la unidad 4). El profesor debe de coordinar el juego, debe barajear y
correr las cartas.

Desarrollo: A cada alumno se le da una papeleta y se les indica que escriban su
nombre en ella, se les da 10 minutos para que el alumno lea y entienda el ejercicio, y
se les pide que escriban una posible solucion del ejercicio que les toco.

El profesor va leyendo una por una la afirmacion de cada carta como se hace en el
juego de la loteria, y va anotando el nUmero de la carta enunciada en el orden en que
van saliendo para que de una forma practica se dé cuenta de las afirmaciones que ya
menciond y pueda decidir si una papeleta es ganadora o no. La lectura de las cartas
debe ser pausadamente para que los alumnos la analicen y decidan si su ejercicio
tiene o no dicha afirmacion, en caso de que si la tenga, la sefialara con una palomita
(v). El o los alumnos que primero completen su demostracion que consta de tres
afirmaciones, debe de gritar jloterial, y le entregan al profesor su papeleta para que la
revise y ratifique si efectivamente complet6é correctamente el ejercicio,

Se sugiere que a los primeros 5 lugares se les obsequie un chocolate o un dulce para
motivar mas a los alumnos. El profesor continGa leyendo las cartas hasta terminarlas
para que los alumnos logren completar su ejercicio. y al final del juego todos los
alumnos deben entregar su papeleta al profesor para que la evalle.

Las papeletas y cartas son las siguientes:
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1) Demostracion de que AABC = ACDE,
si C es punto medio de AD y ADEB es un
rectangulo.

2) Demostracion de que AABC = ACDE, si
C es punto medio de AD y de BE.

A
A C D E
c
B
B E D

1)
1)

2)
2)

3)
3)

) CONCLUSION:
CONCLUSION: L
Criterio:
Criterio:
3) Demostracion de que AABC = ACDE, | 4) Demostracion de que AABC = AACD, si
si C es punto medio de AD, AAFD es BC=ADyAB=DC
isosceles y /BCA = ZECD. D
F
B E
C
A X D A
1) 1
2) 2)
3) 3)
CONCLUSION: CONCLUSION:
Criterio:

Criterio:




5) Demostracion de que AABC = AEFD,
AE esté trisecado, AAPE es isOsceles y
BP = FP.

FI
B
A C D E

1)

2)

3)

CONCLUSION:

Criterio:

6) Demostracion de que AABC = AACD, si
AD = AB y AC es bisectriz del ZDAB.

o
A C
B
1)
2)
3)
CONCLUSION:
Criterio:

7) Demostracion de que AABC = AACD,
si AABD es isOsceles y AC es bisectriz del
ZBAD.

1)

2)

3)

CONCLUSION:

Criterio:

8) Demostracion de que AABC = AACD, si
AC es altura 'y AC es bisectriz del ZBAD.

B = D
1)
2)
3)
CONCLUSION:

Criterio:




9) Demostracion de que AABC = ACDE,
siAC=CEyBC =DC.

2)

3)

CONCLUSION:

Criterio:

10) Demostracion de que AABC = ACDE, si
DC =BC, ACLDE y AB1CE.

1)

2)

3)

CONCLUSION:

Criterio:

11) Demostracion de que AABC = ACDE,
si ACBE es isOsceles, BE||AD y C es punto
medio de AD.

B E N
A 2 = D
1)
2)
3)
CONCLUSION:
Criterio:

12) Demostracion de que AABC = ACDE, si
DEJ|AB y C es punto medio de AD.

E —D
C
A »B
1)
2)
3)
CONCLUSION:

Criterio:




13) Demostracion de que AABC =
AADC, si AF es bisectriz del ZDAB 'y
del «DCB.

D
A C =

B

1)

2)

3)

CONCLUSION:

Criterio:

14) Demostracion de que AABC = AACD,
si ABCD es un paralelogramo.

B C

1)

2)

3)

CONCLUSION:
Criterio:

15) Demostracion de que AABC =
AADC, si AC es bisectriz del ZDABy
del ZDCB .

A
1)
2)
3)
CONCLUSION:

Criterio:

16) Demostracion de que AABC = ABDE,

si AE esta trisecado y AABE es isOsceles.
B

1)

2)

3)

CONCLUSION:

Criterio:




17) Demostracion de que AABC =
AEBD, si ZABE esté trisecado y AABE
es isosceles.

1)

2)

3)

CONCLUSION:

Criterio:

18) Demostracion de que AABC =
ACEA, si ACBDE es un pentagono
regular.

1)

2)

3)

CONCLUSION:

Criterio:

19) Demostracion de que AABC = ACDE,
si BADEF es un pentagono regulary C es
punto medio de AD.

/r—_ _l\
[\ \
/ \
/f A\ \
/ "~,\ )
B“‘*\?‘\‘*\\-\“:-J_,,/ D
\\\\\-"//“‘ c
A
1)
2)
3)
CONCLUSION:

Criterio:

20) Demostracion de que AABC =
AADC, si AABD y ABCD son isOsceles.

A
C
B D

1)
2)
3)
CONCLUSION:
Criterio:




21) Demostracion de que AABC = AADC, | 22) Demostracion de que AABE = ABCD, si
si AABD y ABCD son isésceles. AABC y ABDE son equilateros.
C
A C
D
D A

1) 1)

2) 2)

3) 3)

CONCLUSION: CONCLUSION:

Criterio: Criterio:




AC=CD ZACB = /DCE

Por ser C punto medio de Por ser opuestos por el
AD. veértice.
1 2
ZCAB = ZCDE =90° BC =CE
Ya que ABED es un Por ser C punto medio de
rectangulo. BE.
3 4
BAC = ZEDC
< /ZBCA = ZECD

Ya que AAFD es un
triangulo isosceles.

5

Por ser un dato.

6

AC AB = DE

Por ser lados opuestos
de un rectangulo.

8

Es un lado comun a los
dos triangulos.

v




AB = DC
Por ser un dato.

9

BC =AD
Por ser un dato.

10

AC =DE

Porque AE esta trisecado.

AD = AB

Por ser un dato.

11 12
ZBAC = ZFED ZLDAC = ZBAC
Porque el AAPE es Ya que AC es bisectriz
Isosceles. del ZDAB.
13 14
AB = EF
Ya que AP = EP el AAPE ZABC = ZADC
es isosceles y a iguales Porque el AABD es
le restamos iguales. isdsceles.
15 16




/ZACB = ZACD =90°

AB = AD
Porque el AABD es Ya que AC es una altura
isosceles. desde A.
17 18
AC = CE BC =DC
Por ser un dato. Por ser un dato.
19 20
ZCDE = ZCBA =90° ZCAB = ZDEC
Ya que ACLDE Yy Ya que DE||AB.
AB1CE.
21 22
ZACE BC =EC
Es comun a los dos Ya que ACBE es
triangulos. isdsceles.
23 24




/ZACB = ZDCE

Porque tenemos un A

ZACD = ZACB

Ya que AC es bisectriz

isdsceles y angulos alternos del /DCB.
internos entre paralelas. ”
25
BC = AD AB =DC

Por ser lados opuestos
de un paralelogramo.

Por ser lados opuestos
de un paralelogramo.

27 28
/BAC = ZBED AB = BE
Porq_ue, el AABE es Porque el AABE es
IsOsceles. e
iIsOsceles.
29 30
ZABC = ZEBD Z/EAC = Z/ACB
Porgque el ZABE esta :
| Por ser angulos de un
trisecado. 5
pentagono regular.
31

32




EA=BC

Por ser lados de un
pentagono regular.

/ZBAC = ZEDC

Por ser angulos de un
pentagono regular.

33 34
DC =BC AB = DE
Porque el ABCD es Por ser lados de un
isosceles. pentagono regular.
35 36
AB =BC BE =BD
Porque el AABC es Porque el ABDE es
equilatero. equilatero.
37 38

ZABE = ZCBD =60°

Por ser angulos de

triangulos equilateros.
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