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UNIDAD 4

ELIPSE, CIRCUNFERENCIA'Y SUS
ECUACIONES CARTESIANAS

OBJETIVOS

L 4

L 4

Identificaras y reconoceras los parametros de una elipse o de una
circunferencia asi como sus elementos ya sea si te dan la ecuacion o su

grafica con algunos elementos.

Transitaras de la forma ordinaria a la forma general y viceversa, para ello
utilizaras el método de completar cuadrados como la técnica para

encontrar los parametros tanto de la elipse como de la circunferencia.

Desarrollaras habilidades para cuando te den los elementos esenciales
de una elipse o0 una circunferencia podras encontrar la ecuacién que la
representa, asi también como su lugar geométrico; y viceversa, si te dan
la ecuacion de una elipse o una circunferencia podras describir los

elementos que la forman y trazar su grafica.

Comprenderas que la circunferencia es el caso limite de la elipse, tanto

en sus ecuaciones como en su lugar geométrico.

Aplicaras los conocimientos adquiridos en la resolucién de problemas.
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INTRODUCCION

Para continuar nuestro estudio con la geometria analitica, es
indispensable tener conocimiento acerca de la elipse y la circunferencia asi
como sus propiedades. Ya que el conocimiento de estas curvas es
necesario para resolver una gran diversidad de problemas que se nos
pueden presentar, donde se involucra el concepto de elipse o de

circunferencia por ejemplo:

- Al girar los planetas alrededor del Sol lo hacen en orbitas que tienen la
forma de una elipse, y el Sol se encuentra en uno de sus focos.

- La drbita de la luna es una elipse con la tierra como foco.

- El trazo de circulos concéntricos en un mapa para establecer las tarifas
de ciertos transportes.

- Para encontrar un lugar que este a igual distancia de otros tres
conocidos.

- Las curvas que se forman al lanzar una piedra en el agua tranquila,
tienen forma circular.

- En arquitectura la construccidn de ciertos arcos pueden ser en forma

eliptica o circular.

En el estudio y desarrollo de esta unidad, se tratan los temas basicos que un
alumno de bachillerato debe saber para adquirir los conocimientos elementales
de las ecuaciones cartesianas de la ELIPSE y la CIRCUNFERENCIA.

Se comienza estudiando la ecuacién cartesiana de la ELIPSE, empezando
con su definicion, asi como el trazado de la misma y el conocimiento de sus
elementos, se indica su forma ordinaria o candnica y su forma general, como
utilizarlas y aplicarlas; después de forma similar seguimos con la
CIRCUNFERENCIA.

En cada tema se resuelven ejemplos y se proponen ejercicios para que los
resuelvas y refuerces lo estudiado, y al final de la unidad se dan las respuestas
a estos ejercicios, también se te propone un examen de autoevaluacion que

servira para que tu mismo evalues en que medida has aprendido el tema.
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4.1 LA ELIPSE COMO LUGAR GEOMETRICO

La elipse se define como el lugar geométrico de todos aquellos puntos
tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos es una constante
positiva.

A los puntos fijos F y F’ se les llama focos y a la constante positiva se le

denomina como 2a, como se ve en la figura 1.

Plx. v]

Figura 1

Con FP +PF =2a

4.1.1 TRAZO DE LA ELIPSE Y SUS EJES DE SIMETRIA

Puedes trazar una elipse de diferentes formas, pero la mas facil es
trazarla con “el método del jardinero”, que consiste en clavar dos alfileres o
“tachuelitas” sobre un pedazo de carton; se rodean con un hilo que no este
tirante como se ve en la figura 2. Y con la punta de tu lapiz tiras del hilo
suavemente y lo mueves alrededor con el hilo siempre tenso, la curva que

dibujaste sera una elipse como se ve en la figura.

Figura 2
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Observa que esta figura es simétrica a un eje horizontal y a un eje
vertical y también al centro de la elipse, por eso es que a cada segmento de
simetria que empieza y termina en la elipse se le llama eje mayor o eje menor

segun sea el caso, en la figura 3 el eje mayor sera V,V, y el eje menor B1B,.

B1

B,

Figura 3
De la simetria se desprenden varias propiedades que nos ayudaran a encontrar
su ecuacion y a trazar su grafica como lo veremos en el transcurso de la

unidad.

4.1.2 ELEMENTOS QUE DEFINEN A LA ELIPSE.

En el estudio de esta unidad nos concretaremos a saber identificar, usar
y aplicar los elementos fundamentales de la elipse, para lograr los objetivos
mencionados al principio de ésta, por tal razén no nos detendremos en hacer
demostraciones tediosas que pueden hacer que te pierdas y este no es el
objetivo. Entonces procederemos a definir cada uno de los elementos de la

elipse y sus caracteristicas que los hacen notables.

Los elementos mas notables de una elipse son los siguientes:
- FocosdelaelipsesonFq y Fz,
- Vértices de la elipse son: V4 y V3 que son los extremos del eje mayor.
- Extremos del eje menor: B1y B; .
- Centro de la elipse: es el punto medio del eje mayor o del eje menor, y lo

identificaremos con las coordenadas (h, k).
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- Lado recto o ancho focal: es el segmento de recta con extremos en la
elipse perpendicular a su eje mayor, pasando exactamente por su foco,
lo identificaremos con LR+ para el foco F4 y con L,R, para el foco F» .

- Excentricidad de la elipse: es la relacién que existe entre el semieje focal
y el semieje mayor, lo identificaremos con la letra e. Y nos dice que tan
redonda o alargada es la elipse, su valor esta entre 0 y 1.

Estos elementos podras identificarlos en la siguiente figura.

B+

L
b\
a 1
A !
TN V
nY =
l
1
Ro

B>

Figura 4
Semieje Focal es la mitad del eje focal que va de F1 a F,, y mide ¢ unidades.
Semieje Mayor es la mitad del eje mayor y mide a unidades.

Semieje Menor es la mitad del eje menor y mide b unidades.

Observa que se forma un triangulo B1CF; que es un triangulo rectangulo y en
el se cumple el Teorema de Pitagoras, y en consecuencia con nuestros
parametros se cumple que a’ = b? + ¢® . Este Ultimo resultado es muy

importante para encontrar ecuacioneBs de elipses y para trazar sus graficas.
1

A

Fi C C(h, k) Far

Figura 5
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Para que puedas calcular el Lado Recto o ancho focal de la elipse se usa la

2
formula LiRq = LRy = 22|
a

. : c
Para calcular la excentricidad de la elipse se usa e = —.

a

Parece que ya tienes todos los elementos que necesitas para poder escribir la
ecuacion de la Elipse, solo falta que tengas bien claro que estudiaremos sélo
dos tipos de elipses, unas con eje Mayor horizontal y las otras con eje Mayor

vertical.

4.2 ELIPSE CON EJE MAYOR HORIZONTAL.

Usando la definicién de elipse con sus respectivas operaciones y calculos
necesarios se llega a la ecuacion en forma ordinaria de la elipse horizontal
(x=h)* (y=k) _

2 + 2 =1

a b
Donde a y b son los parametros antes mencionados, observa que a’ esta

con centro en (h, k):

debajo del término con x.

Si el centro de la elipse fuera el Origen de coordenadas esta ecuacion se

2 2

convierte en: %+§ =1 yaque h=0y k=0.

Estas listo para empezar a resolver algunos ejercicios de elipse como los
siguientes:
EJERCICIO 1:

Una elipse tiene por ecuacion , encontrar las longitudes

2 2
(x-37  (y-1 _,
9 4
de los semiejes mayor(a) y menor (b), las coordenadas de los focos y de los

vértices, la longitud del lado recto y su excentricidad, también trazar su grafica.
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Solucion:
La ecuacién que nos dan esta en forma ordinaria y al observarla podemos decir

que:

El centro de la elipse es el punto C(3 , 1).
- a’ =9 entonces a=3
- b%? =4 entonces b =2

Es una elipse horizontal ya que a® esta debajo del término con x.

Con estos datos podemos encontrar el valor del parametro ¢ usando la
igualdad a®>=b?+c?: 9=4+c? despejando ¢ tenemos: 9—4=c?

Es decir ¢®> =5 entonces ¢ = \/_ =223

Con esta informacidon ya podemos trazar la grafica de la elipse localizando el
centro y con la medida de cada parametro podemos localizar los 2 vértices, los

extremos del eje menor y los 2 focos como se ve en la siguiente figura.

T ci3.1)  For /
g |

Figura 6
Ya con la grafica podemos dar todos los elementos que se nos piden, que son:

- Semieje Mayor a = 3.

- Semieje Menor b = 2.

- F(3- J5 1), F2 (3 + J5 , 1) que eslo mismo que F;(0.76,1) y
F2(5.23,1).

- V4 (0, 1) y V2(6, 1).
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- B1(3 ’ 3) y 82(3 ’ _1)

2
- Longitud del lado recto L1R1=L2R; = £= 2(34)= 2.66
a
- Excentricidad e = €= E =0.745 .
a 3
EJERCICIO 2:

Una elipse tiene por ecuacion

2 _ 2
(XJZrSZ) +(y 5) =1, encontrar las longitudes

10
de los semiejes mayor (a) y menor (b), las coordenadas de los focos y de los

vértices, la longitud del lado recto y su excentricidad, también trazar su grafica.

Solucion:

Procederemos de forma similar al ejercicio anterior.

La ecuacion que nos dan también esta en forma ordinaria, y al observarla

podemos decir que:

- El centro de la elipse es el punto C(-2, 5).

- a’ =25 entonces a=5

- b®> =10 entonces b= -/10 =3.16

- Es una elipse horizontal ya que a® esta debajo del término con x.

Ya observaste que a® es el valor del nimero mayor?

Con estos datos podemos encontrar el valor del parametro ¢ usando la
igualdad a?=b?+c®: 25=10 +c? despejando c® tenemos: 25— 10 =c?

Es decir ¢®>=15 entonces ¢ = -/15 = 3.87

Con esta informacién ya podemos trazar la gréafica de la elipse localizando el
centro y con la medida de cada parametro podemos localizar los 4 vértices y

los 2 focos como se ve en la siguiente figura.
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Figura 7
Ya con la grafica podemos dar todos los elementos que se nos piden, que son:

- Semieje Mayor a = 5.

- Semieje Menor b = /10 = 3.16.

- Fy(=2-4A15,5),F, (=2 + 415 , 5) que es lo mismo que F; (- 5.87 , 5)
y F»(1.87, 5).

- Vi(=7 ,5) y V(3 , 5)

- By(-2, 8.16) y B,(-2 , 1.83).

2
- Longitud del lado recto L1Ry=L,R; = ﬂ: 2(£1_)0)= 4
a
- Excentricidad e= = E =0.77
a 5
EJERCICO 3:
2 y2
Una elipse tiene por ecuacion 270+? = 1, encontrar las longitudes de los

semiejes mayor (a) y menor (b), las coordenadas de los focos y de los vértices,
la longitud del lado recto y su excentricidad, también trazar su grafica.
Solucion:

Al observar la ecuacion se ve que h y k valen cero, es decir el centro de nuestra
elipse es el origen de coordenadas (0 , 0), en estos casos es mas facil

encontrar los elementos y graficar.
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En la ecuacién vemos que:
- a? =20 entonces a= /20 =4.47
- b%? =5 entonces b= /5 =2.23
- ¢2=20-5=15 entonces c= /15

También es una elipse horizontal.

En un plano cartesiano graficamos deduciendo cada uno de sus elementos

como se ve en la figura.

Figura 8

Con la ayuda de la grafica podemos ver que sus elementos son:
- Semieje Mayor a= -/20 .= 4.47
- Semieje Menor b = /5 =2.23
- Fy (=15 , 0), F2 (+/15 , 0) que es lo mismo que F; (- 3.87,0) y F,
(3.87, 0).
- V4 (447 ,0) y V,(4.47 , 0).
- B4(0, 2.23) y B, (0,-2.23).

. 2b> _ 2(5)
- Longitud del lado recto L1R1=LR, = —= ~-2=2.23
g (v 22 a @
- Excentricidad e = c_b 0.86 que nos dice que es mas alargada
a /20

que las anteriores.

Esto ultimo lo observaras si las trazas con la misma escala en tu cuaderno.
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EJERCICIO 4:

Encontrar la ecuacién en forma ordinaria y trazar la grafica de la elipse
horizontal con centro C(1, —1), el valor del semieje mayor a = 6 y el del
semieje menor b = 2.

Solucién:

Lo primero que tenemos que hacer es trazar los elementos que nos dan en un
plano cartesiano y tendremos de inmediato la idea de cdmo es la elipse, trata

de hacerlo en tu cuaderno y después compara tu figura con la figura 9.
3

¥
2 +B1 +

1

5 -3 -2 - 23455\1
°V1/ 1 Vo

B2,

Figura 9

_ 2 _ 2
(Xazh) +(yb2k) _
En la cual sélo tenemos que sustituir los valores de h, k, a y b, y nos queda de

_ 2 __1)2
(Xezl) SO

2 2

(x-1)° (y+1¥ _.

36 4

Es la ecuacion de la elipse pedida en forma ordinaria.

Como la elipse es horizontal vamos a utilizar la ecuacion

la siguiente forma: que es lo mismo que:

EJERCICIO 5:

Hallar la ecuacion de la elipse con centro en el origen, un vértice en (-6 ,0) y un
foco en (-5, 0), trazar su grafica.

Solucion:

De nuevo te recomendamos que en un plano coloques los datos que nos dan,
ya que al visualizarlos de inmediato te das idea de los elementos que necesitas

para escribir la ecuacion.
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Como lo ves en la figura, el vértice y el foco estan sobre el eje de las X’s, de

esto se deduce que la elipse es horizontal, y como el centro es el origen vamos

+—= =1.
a~ b

De la cual ya sabemos que a = 6, nos falta saber el valor de b.

2 2
. ., Xy
a utilizar la ecuacion —

Encontremos el valor de b: un foco es (-5, 0) y observando la figura 10, c¢=5.

Sustituimos los valores de a y c, en la expresion a’ = b? + ¢?

6> = b® +5°
Despejando b tenemos: 36 — 25 = b?
b® =11
b =11 =3.31
X2 y2
Finalmente sustituyendo en la ecuacion ordinaria: %+E =1

Que sera la ecuacion pedida.
Si observas tu trazo podras encontrar todos los demas elementos de la elipse y

su grafica te debe de quedar como en la siguiente figura.

N . N . N . N . 5 . N . N . . . . N

¥
4
3

Figura 11
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EJERCICIO 6:

Hallar la ecuacion y trazar la grafica de la elipse con centro en el origen, un
vértice en (— 7, 0) y excentricidad igual a %5.

Solucioén:

Si el centro de la elipse es el origen y un vértice esta en (— 7, 0) entonces el

2 2
. . X
valor de a =7 y su ecuacion sera de la forma —2+§ =1.
a

Asi que so6lo nos falta saber el valor del parametro b, que lo encontraremos
usando la expresion a% = b® + ¢® , pero para esto necesitamos saber el valor
del parametro ¢ que con los datos que nos dan podemos conocerlo.

Con el dato de la excentricidad podemos encontrar el valor de c, ya que la

. C -
excentricidad se calcula con e = — , sustituimos lo que conocemos y tenemos:

a
2= C
7
Despejando a ¢ resulta: 7(%5) =c
c = 14 =4.66
3
Conociendo el valor de a y de ¢ sustituimos en la expresion a?=b%+c¢? y
2
resulta: 77=p%+ [Ej
3
49— 196 _ 2
9
b2 = &
9

Ahora sustituimos en la forma ordinaria y tenemos:

2 2

x>yt
2925 "
9

2 2
. X* 9
Que es lo mismo que: X2 oy

que es la ecuacion de la elipse.
49 245

Conociendo los parametros es facil trazar la grafica en un plano cartesiano y de

la grafica puedes dar todos sus demas elementos.
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Figura 12

EJERCICIOS 4.2
I. Dadas las ecuaciones en forma ordinaria de las siguientes elipses, encontrar

todos sus elementos y trazar sus graficas.

2 2 a2 o2
1) (x+2)" (y+1) _, 2) (x=3) (y=2) _,
36 4 16 1

2 2 2 2
3) X_+y_= 4) X_+y_=
25 9 12 9
2 2
5) X L3 g
36 5

II. Obtener la ecuacion en su forma ordinaria de las elipses horizontales que
cumplen las siguientes condiciones y trazar sus graficas.

6) Centroenelorigen, a=5, b =2

7) Centroen(2,-3), a= J7,b=43

8) Centro en (-3 , —2), el eje mayor mide 10 unidades y el eje menor mide 6
unidades.

9) Focosen (6,-3) y en (-2, -3), el eje mayor mide 12 unidades.

10) Vérticesen (-5,2)y (3, 2),focosen(—4,2) y (2, 2).



236

4.3 ELIPSE CON EJE MAYOR VERTICAL

De igual forma que para la elipse horizontal, usando la definicion de elipse
con sus respectivas operaciones y calculos necesarios se llega a la ecuacion

en forma ordinaria de la elipse vertical con centro en (h, k):

2 2
CEDCEI
a

Donde a y b son los parametros antes mencionados, en este caso observa

que a’ esta debajo del término con .

Si el centro de la elipse fuera el Origen de coordenadas esta ecuacién se
2

y

2
convierte en: %+¥ =1 yaque h=0vy k=0.

Resolvamos algunos ejercicios de elipses verticales como los siguientes:

EJERCICIO 7:

(x=2F  (y+1)* _
36

de los semiejes mayor(a) y menor (b), las coordenadas de los focos y de los

Una elipse tiene por ecuacion

, encontrar las longitudes

vértices, la longitud del lado recto y su excentricidad, también trazar su grafica.

Solucion:
Lo primero que debes observar son los parametros de la ecuaciéon, en este
caso son 4 y 36, de los cuales el mayor debe de ser de a® y esta debajo del

término con y entonces se deduce que la elipse tiene su eje mayor vertical.

Este analisis es muy importante para colocarlos en un plano cartesiano como
se muestra en la figura 13.

De la ecuacion se deduce que su Centroes (2,—1)

Los parametros a’=36 entonces a=6

b’=4 entonces b =2
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Para encontrar el valor de ¢ se

sustituye en la expresion:

a2 =p? + 2

36 =4 +c?

36-4=c?

c® =32 > -
o= VB ) .
c=5.65

Ya con la grafica podemos dar

todos los elementos que nos piden,

que son:

- Semieje Mayor a = 6.

- Semieje Menor b = 2.

- Vi(2,9) y Vo (2 ,-7).
- B0, 1) y B2(4, 1)
- F1(2,-1+ +/32), F2(2, -1 = /32) que es lo mismo que F(2,4.65) y

Figura 13

F2(2, —6.65).
2
- Longitud del lado recto L1Ry =L2R; = 20 %= 1.333
a
- Excentricidad e= ¢ = Y3 = .94
a 6
EJERCICIO 8:
2 y2
Una elipse tiene por ecuacion ?+% = 1, encontrar las longitudes de los

semiejes mayor (a) y menor (b), las coordenadas de los focos y de los vértices,
la longitud del lado recto y su excentricidad, también trazar su grafica.
Solucion:

Al observar la ecuacion se ve que h y k valen cero, es decir el centro de nuestra
elipse es el origen de coordenadas (0 , 0), como ya lo dijimos estos casos son
mas faciles de encontrar sus elementos y de graficar.

En la ecuacién vemos que:
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igualdad
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a’> =40 entonces a= /40 =6.32

b? =2 entonces b= /2 =1.41

Es una elipse vertical, observa que el numero mayor esta debajo del

término donde esta la .

estos datos podemos encontrar el valor del parametro

resulta: 40 —2 =¢?

Es decir ¢>=38 entonces ¢ = \/3_ =6.16

c

usando la

a® = b? + ¢ sustituyendo tenemos 40 = 2 + ¢, despejando c?

En un plano cartesiano graficamos deduciendo cada uno de sus elementos

como se ve en la figura.

- Semieje Mayor a = V40 .= 6.32
- Semieje Menor b = /2 =1.41

- F1 (738 , 0), F2 (/38 , 0) que
es lo mismo que F4(6.16,0) y F;
(-6.16, 0).

'V1 (0 ,\/E) y VZ(O!_\/E)'

- B+ (—\/5 , 0), B2 (\/5 , 0) que es
lo mismo que By (-1.41,0) y
B, (1.41, 0).

LR = A2) =0.63

740

6 =097 Figura 14

EJERCICIO 9:

Hallar la ecuacion y trazar la grafica de la elipse con centro en el origen, un

foco

en (0,—7) y excentricidad igual a

Solucién:

8 -

v,

Como la elipse tiene centro en el origen y la abscisa del foco dado es cero,

entonces se trata de una elipse con eje focal sobre el eje Y, y su parametro

c =7,y laecuacion de la elipse es de la forma

b?

2

_l_

y

2

a2

1.
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i . 3
El otro dato que nos dan es la excentricidad de la elipse que es g, recordando

. C . 3 _ 7
la expresion que la representa e = — sustituyendo tenemos 3 = —
a a
Despejando a: 3a =7(8)
=6 18.66
3

Nos falta encontrar el valor del parametro b que lo encontraremos usando la

expresion a® = b? + ¢?, sustituyendo los valores de a y c:

2
5 v

3
Despejando b: gs% — 49 =p?
b2 = 3136 441 _ 2695
9 9 9
b= @ = 17.3
9
X2 y2 XZ y2
Sustituyendo en la ecuacion F+? =1 tenemos: Wer =
9 9
. 9x>  9y? g :
Que es lo mismo que: + =1 eslaecuacion pedida.
2695 3136

En un plano cartesiano
trazamos los datos que
tenemos y poco a poco
vamos deduciendo los

demas elementos para trazar

la grafica que queda como

en la figura 15.

- Vo {20

° Figfjra 15
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EJERCICIOS 4.3

I. Dadas las ecuaciones en forma ordinaria de las siguientes elipses, encontrar

todos sus elementos y trazar sus gréficas.

Y 2 2 Y
py 28 (1) g (H3) (y=2)' _
4 36 9 49
2 2 2 2
3) XY -y 4) XY -y
16 36 4 25

2 2
5) K22 Y g
12 16

Il. Obtener la ecuacién en su forma ordinaria de las elipses verticales que

cumplen las siguientes condiciones y trazar sus graficas.

6) Centro en el origen, eje mayor sobre el eje Y, a=5, b= V2

7) Centro en el origen, longitud del lado recto % y un extremo del eje menor

en (4, 0).
8) Centro en (4 , —2), el eje mayor vertical de 8 unidades y el eje menor de 4.
9) Centro en (-1, 2), un vértice en (-1, 8) y un foco en (-1, =3).

10) Vértices en (-1, 1)y (=1, -9), focos en (=1, -1) y (-1, 7).
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4.4 ECUACION GENERAL DE LA ELIPSE

La ecuacion general de la elipse surge al quitar denominadores,
desarrollando los binomios al cuadrado y efectuando los productos vy
simplificaciones necesarias en cada una de las ecuaciones en forma ordinaria,

(x=h) , (y=k)*

es decir en 5
a b

= 1 si la elipse es horizontal o en

(x—h) +(y—k)2
b? a’

ecuacién en forma general que es: Ax*+Cy*+Dx+Ey+F=0

=1 sila elipse es vertical; y en cualquier caso se obtiene la

Donde A = Cy ambos del mismo signo.

Para encontrar los elementos de la elipse y trazar su grafica, tenemos que
reducir la forma general a la forma ordinaria como se muestra en los

siguientes ejercicios.

EJERCICIO 10:

Encontrar la ecuacion en la forma ordinaria, su centro, las longitudes de los
semiejes mayor(a) y menor (b), las coordenadas de los focos y de los vértices,
la longitud del lado recto y la excentricidad de la elipse cuya ecuacion es
16x? + 25y% — 64x + 50y — 311 = 0. También trazar su gréfica.

Solucioén:
1°) Agrupamos los términos con x y los términos con y, y el término
independiente lo escribimos en el lado derecho de la igualdad:

16x° — 64X + 25y* + 50y = 311
2°) Factorizamos el coeficiente de x> como factor comuln de los dos primeros
términos, y también factorizamos el coeficiente de y* como factor comun de los

términos con y y tenemos:  16(x* — 4x) + 25(y? + 2y) = 311

3°) Completamos trinomios cuadrados perfectos dentro de los paréntesis tanto
para x como para Vy:
16(x% — 4x + (=2)?) + 25(y? + 2y + (1%)) = 311 + 16(=2)? + 25(1?)
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Observa que lo que se le suma al lado izquierdo también se le debe de sumar
al lado derecho de la igualdad, sin olvidar que en el lado izquierdo (—2)? esta
multiplicado por 16 y (1?) esta multiplicado por 25, no olvides hacerlo también

del lado derecho.

4°) Factorizamos cada trinomio cuadrado perfecto como el cuadrado de un

binomio, y se realizan las operaciones del lado derecho.

16(x — 2)* + 25(y + 1) = 311 + 64+ 25
16(x — 2)% + 25(y + 1) = 400

5°) Como en la ecuacién ordinaria del lado derecho tenemos 1, para obtenerlo
dividimos ambos lados de la ecuacion entre 400 y tenemos:
16(x—2) . 25(y +1)* _ ’
400 400

6°) Simplificamos en cada fraccién cada coeficiente, en la fraccion donde esta x

sacamos 162 , y en la fraccion donde esta y sacamos 25% y tenemos:
2 2
(x=2F (y+1) _,
25 16

Que es la ecuacion de la misma elipse pero en su forma ordinaria, en esta

forma podemos ver claramente que su centro es (2 , — 1) y el valor de sus
parametros son: a> =25 entonces a=5,y b%?=16 entonces b = 4.

Como el numero mayor esta debajo del término con x deducimos que es una
elipse horizontal.

Ya conociendo dos de sus
parametros podemos encontrar

el valor del tercero que es ¢ usando

la expresion a’=b? +c?.

Sustituyendo los valores de a y b

se tiene: 25 =16 + ¢°

Despejando a ¢: 25— 16 = c?

c=3 Figura 16
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Estos datos nos sirven para trazar su grafica como se ve en la figura 16, y asi

dar los elementos que se nos pide en este ejercicio que son:
Centro: C(2,-1); a=5; b=4;F(-1,-1)yFx5,-1); V4(-3,-1)y Vo(7 ,—1);
B1(2, 3) y Bx(2,-5);ladorecto LR=6 y excentricidad e =0.6

EJERCICIO 11:

Cambia las siguiente ecuacion a la forma ordinaria y traza su curva.

X +y* + 8x + 4y —13 = 0

Solucién:

1°) Escribimos el término independiente en el lado derecho de la igualdad:

X° + y* + 8x + 4y =13

2°) Completamos cuadrados tanto para x como para Y.

Los términos que tenemos que sumar en ambos lados de la ecuacion, son los

cuadrados de la mitad del coeficiente de x y la mitad del coeficiente de y, que

en este caso son (8/2)°=42=16 vy (4/2)*=2%=4 y nos queda:

(+8x+16)+ (Y + 4y +4)=13+16 + 4
(x° + 8x + 16) + (Y* + 4y + 4) = 33

3°) Los términos entre paréntesis forman un trinomio cuadrado perfecto, uno en

X y otro en Yy, que los podemos escribir como binomios al cuadrado:

(x + 4%+ (y + 2)° =33

4°) Dividiendo ambos lados de la igualdad entre 33 para tener 1 en el lado

2 2
(x+4) +(y+2) ~ 1
33 33

Deducimos que esta ecuacion representa

derecho:

una circunferencia ya que nos queda que
los valores de los parametros a y b son
iguales, es decir, el eje mayor y el eje

menor son iguales asi que nuestra ecuacion

se reduce a la circunferencia de radio r =+/33

y centro en C (— 4, —2), como se ve en la figura. -

|
. PR
. PR

Figura 17

éQ$¢$abL/ﬁwh
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EJERCICIO 12:
Cambia las siguiente ecuaciéon a la forma ordinaria, traza su curva y encuentra
sus elementos.
OX? + 4y? — 36x + 24y + 36 = 0
Solucion:
1°) Agrupamos los términos en x y en y:
OX? — 36X + 4y? + 24y =— 36

2°) Factorizamos para poder completar los trinomios cuadrados perfectos:

9[x? — 4x ] + 4[y? + 6y] =-36
3°) Completamos trinomios cuadrados perfectos dentro de cada paréntesis
sumando de ambos lados; 9(-4/2)> =9(-2)>=36 y 4(6/2)* = 4(3)° =36

O[x? — 4x + (2%)] + 4[y* + 6y + (3%)] = -36 + 9(4) + 4(9) = 36
4°) Factorizamos cada trinomio cuadrado perfecto que se encuentra entre los
corchetes como binomios al cuadrado y tenemos:
9x—2)2+4(y+3)* =36
5°) Dividimos entre 36 para tener 1 del lado derecho y simplificamos cada

9(x-2)? . Ay +3)° _

fraccion: 1
36 36
2 2
(x=2° (y+3° _,
4 9

En esta forma es facil ver que nos representa una elipse vertical, ya que el

denominador mas grande que es 9 se encuentra con los términos de .
También podemos deducir que el centro es o
C(2, -3); a> = 9 entonces a = 3; b? = 4 .. . . h

entonces b = 2.

Para trazar su grafica localizamos el centro
C(2,-3).

Como a = 3, subimos 3 y bajamos 3

encontrando asi los vértices de la elipse
V1(2, 0) y Vo(2, -6).
Como b = 2, nos colocamos en el centro y

nos desplazamos 2 hacia la izquierda y 2
hacia la derecha encontrando los extremos
del eje menor B4(0, -3)y B2(4, -3).

Figura 18



245

Para los focos se necesita el valor de ¢, pero sabemos que a®=c?+ bz, asi

que c=+a’-b*=+9-4 =+/5 = 2.236, nuevamente nos colocamos en el centro
y subimos 2.236 y bajamos 2.236, por lo que los focos se encuentran en:
F«(2,-0.764) y F»(2,-5.236).

2
El ancho focal es: &:@Q.GGG?, para trazar sus extremos lo dividimos
a

entre 2 y tenemos: 1.3333, asi que ahora nos colocamos en los focos y nos
desplazamos 1.33 hacia la izquierda y 1.33 hacia la derecha encontrando los
extremos de los dos anchos focales:

L1(0.66, -0.764) y R4(3.33, -0.764);  L»(0.66, —5.236) y R,(3.33.-5.236)

EJERCICIO 13:

Encontrar la ecuacion en la forma ordinaria, su centro, las longitudes de
los semiejes mayor(a) y menor (b), las coordenadas de los focos, de los
vértices y las de los extremos de los lados rectos, asi como su longitud y la
excentricidad de la elipse cuya ecuacion es 15x* + 3y> — 45 = 0. También
trazar su gréfica.

Solucioén:
1°) En este caso como no hay términos lineales ni en x ni en vy, sdélo

escribimos el término independiente del lado derecho y dividimos a toda la

ecuacion entre 45: 15x% + 3y? =45
15¢ 3y 4
45 45 45
2 2
X_+y_ =1
3 15

Estando la ecuacién en forma ordinaria podemos decir que su centro es (0, 0),
y como el numero mayor esta debajo del término con y deducimos que es una

elipse vertical.
Sus parametros son: a’> = 15 entonces a = V15 = 3.87, y b?=23 entonces
b=+3 =173
Usando la expresiéon a’ = b? + c¢? para encontrar el valor de ¢ se tiene:
15=3+c¢°
15—-3=c? entonces c=+12 =3.46
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Estos datos nos sirven para trazar
su grafica como se ve en la figura
19, y asi dar los elementos que se

nos pide en este ejercicio que son

los siguientes: 5 © 4
Centro: C(0,0); a=+15; b=+/3 o
F1(0, 3.46) y F»(0 ,— 3.46)

V1(0, 3.87) y V(0 ,—-3.87)

B:1(-1.73, 0) y Bx(1.73, 0);

LR =1.54 Figura 19

L1(=0.77 , 3.46) R4(0.77 , 3.46); L(~0.77 ,—3.46) R,(0.77 ,—3.46); y e=0.89

EJERCICIO 14:

Encontrar la ecuacion en la forma ordinaria, su centro, las longitudes de
los semiejes mayor(a) y menor (b), las coordenadas de los focos, los vértices y
las de los extremos de los lados rectos, asi como su longitud y la excentricidad
de la elipse cuya ecuacién es 6x*> + 10y? + 30x — 30y = 0. También trazar su

grafica.

Solucién:
1°) Agrupamos los términos con x y los términos con y, y el término
independiente lo escribimos en el lado derecho de la igualdad:

6x% + 30x + 10y> —30y =0

2°) Factorizamos el coeficiente de x* como factor comuln de los dos primeros
términos, y también factorizamos el coeficiente de y* como factor comun de los

términos con y y tenemos: 6(x* + 5x) + 10(y?> —3y) =0

3°) Completamos trinomios cuadrados perfectos dentro de los paréntesis tanto
para X como para Y sin olvidar que también hay que sumar del lado derecho:

B6(x* + 5x + @J )+ 10(y* — 3y + (—gj )=0+6@j + 10(-%}
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4°) Factorizamos cada trinomio cuadrado perfecto como el cuadrado de un

binomio, y se realizan las operaciones del lado derecho.

6(x + 2)2 +10(y - g)z - 6(?j+ 10[%}

5. 3wo_ 75 45
6(x+ =) +10(y— =)= — + —
( 5 ) (y 5 ) )
32 3.2
6(x+ =) +10(y— =) = 60
( 5 ) (y 5 )
5°) Como en la ecuacién ordinaria del lado derecho tenemos 1, para obtenerlo
dividimos ambos lados de la ecuacion entre 60 y simplificamos el coeficiente en

cada fraccion:

Que es la ecuacién de la misma elipse pero en su forma ordinaria, en esta

5 3 .
forma podemos ver claramente que su centro es (_E , E) que es lo mismo

que (2.5, 1.5) y el valor de sus parametros son: a> =10 entonces a = V10

3.16, y b2=6 entonces b= /6 =2.44

Como el numero mayor esta debajo del término con x deducimos que es una
elipse horizontal.

Ya conociendo dos de sus

parametros podemos encontrar

el valor del tercero que es ¢ usando .

la expresion a’=b? +c?.

5
¥
3 4 -
. 3 -
oy
. .- 2
Sustituyendo los valores de a y b | I

se tiene: 10=6 +¢?

Despejandoa c:10 -6 =¢?

Figura 20
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Estos datos nos sirven para trazar su grafica como se ve en la figura 20, y asi

dar los elementos que se nos pide en este ejercicio que son los siguientes:
Centro: C(2.5,1.5); a=+10 ; b=+/6; F4(—4.5,1.5)y Fa(-0.5, 1.5);
V4(-5.66 , 1.5) y V»(0.66 ,1.5); B1(-2.5, 3.94) y By(—2.5,-0.94);
lado recto LR =3.79; L(-4.5, 3.39) R(-4.5,-0.39); L»(-0.5, 3.39)
R2(-0.5,-0.39) y excentricidad e = 0.63

EJERCICIOS 4.4
Para cada una de las siguientes ecuaciones, encuentra:

a) Coordenadas del centro.

b) Coordenadas de sus vértices.

c) Coordenadas de los extremos del eje menor.

d) Coordenadas de sus focos.

e) Las longitudes de los semiejes mayor y menor.
f) La longitud del lado recto.

g) La excentricidad.

h) Trazar su grafica.

1) 9x% + 25y = 225 2) 2% +7y* —14=0

3) 13X + 4y* =52 4) 25x% + 49y? = 1225

5) Ox* +y?—54x + 4y +49=0 6) X*+6y°—8x —2 =0

7) 3x° + 4y —18x + 32y +55=0 8) 5x° +9y? +30x — 18y +9=0
9) 36x% + 16y* — 108x + 16y —59 = 0 10) 16x% + 9y* + 64x — 18y - 71=0

11) 4x% + 3y* —32x — 12y + 28 = 0 12) 123 + 7y* —72x +14 =0
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4.5 MAS EJERCIOS DE LA ELIPSE

Analicemos algunos ejercicios mas que complementaran los ya vistos,
ademas ampliaras tus conocimientos sobre la Elipse. Y si te han quedado

algunas dudas esperamos que con estos ejercicios puedas superarlas.

1) Dar la ecuacion en forma general de la elipse con centro en el origen y cuya
longitud del eje mayor es 6 y la del eje menor es 4, y sus focos se encuentran
sobre el eje X.
Solucién:

Como sus focos se encuentran sobre el eje X, la elipse es horizontal; la
longitud del eje mayor es 6 por lo que a = 3; la longitud del eje menor es 4, asi

que b = 2; la ecuacién de una elipse horizontal con centro en el origen es:

Xy
¥+F:1

la ecuacién en su forma ordinaria de la elipse que cumple con las condiciones

2 y2 2 y2
dadas es: — +=5=1 esequivalente a —+=—=1
47 2 9 4

para pasarla a su forma general, quitamos los denominadores, multiplicando

2 2
por (9)(4) ambos lados de la ecuacion:  (9)(4) {% + yj} =1(9)(4)
Simplificando cada fraccion: 4x% + 9y? = 36
Restamos 36 de ambos lados, quedando: 4x* +9y*—36=0

Con los datos que se tienen,
podemos conocer el valor de c,
recordando que se cumple el
Teorema de Pitagoras, donde la

hipotenusa es a: a’> = ¢ + b?

c=+/32—22 =5 = 2.236, localizamos

las coordenadas de los focos a partir

del centro, nos recorremos 2.236 a la

izquierda y 2.236 a la derecha como )
Figura 21

se muestra en la figura 21.
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2) Encuentra la ecuacion en forma general de la elipse que tiene sus focos en

(0,-3)y (0, 3)y sus vértices son los puntos (0,-7) y (0, 7).

Solucién:

Si localizas en el plano los puntos dados te daras cuenta que tanto los focos

como los vértices se encuentran sobre el eje Y, por lo que la elipse es vertical,

y el centro de la elipse es el origen, C(0, 0); el eje mayor tiene una longitud de

14, por lo que a = 7; la distancia entre los dos focos es 6, entonces ¢ = 3; con

estos datos podemos calcular el valor de b (recordando que: a* = ¢ + b?),

b=+a2—c? =72 -3 =4/40.

La ecuacioén de una elipse vertical es:

2 2
X
_2+y_2:1
a

Sustituyendo los valores obtenidos nos queda:

Asi la ecuacion ordinaria de la elipse que cumple con

—

2 2
X Y _ 4

] 7

2 2

Xy

las condiciones

dadas es: 24X -1
40 49
La podemos transformar a su LS
forma general, multiplicando ﬁ'” ;ﬁ_ﬁ
-l s
por (49)(40) ambos lados: - 8
X y? 7 T
49)(40) — + — =1(49)(40 i3
()()4049()() { :
49x% + 40y? = 1960 55750 § 5.0) %

restando 1960 de ambos lados

nos queda:

49x% + 40y* — 1960 = 0

Ecuacion en forma general.

o-B-Ple-5E-h-3-2-1

o

! 8

By L [

Figura 22
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3) Encuentra la ecuacion de la elipse horizontal que tiene su centro en el

origen, uno de sus vértices en el punto (-7, 0) y pasa por el punto (% \/gj

Solucién:

Como la elipse es horizontal |la distancia del origen al vértice es 7, asi, a =7; la

X2 y2 2 y2
FoR i 1, sustituimos el valor de a?, T s 1
a

Como nos dan un punto por el que pasa, tenemos el valor de x y de y, la Unica

ecuacion es de la forma:

incognita es b?, la despejamos multiplicando por (49)(b%) ambos lados
X2y 2
49(b%) | == + L |=1(49)(b
( )[49+sz (49)(0”)

b?x? + 49y? = 49b*

restamos b?x* de ambos lados: 49y? = 49b% — b*x?
factorizamos b?: 49y? = b? (49 — x?)
2
dividimos entre (49 —x):  b’= Lyz
(49-x)

Sustituimos el punto dado y sacamos raiz cuadrada, tomando la positiva ya que

. 49(+/5)? 245
b es una longitud. b= = , b=3
Hna fongri \(@9-(@4/3)7) ,[9(49)-196

9
X2 y2
La ecuacion de la elipse es: —+-=—=1
49 9
Y su grafica queda de la siguiente forma:
_l;' 5 I | I 1
4
: 5]
_F_d__.-ﬂ—' 2 “h\-hq__a-
1 ™,
Y7 x
-2-B-R-b-5-4-3-2-1 3 456 78 9
-

]
[

[
WA
a

Figura 23
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4) Si los focos de una elipse son los puntos (-6 , 0) y (6 , 0) y tiene una
excentricidad igual a 3/5, encuentra su ecuacién en forma general y trazala.
Solucién:

Si localizas los focos en el plano te daras cuenta de que la elipse es horizontal

y que estan alejados una distancia de 12 unidades, entonces ¢ = 6; ademas

tiene centro en el origen, C(0, 0); como la excentricidad e = ¢ =§ , despejamos
a

a y sustituimos el valorde c: a= 5:: = 5(36) =10.

También sabemos que: b = a®> — ¢% b? =100 — 36 = 64; b =8, como la
X2 y2
? + F = 1,

entonces la ecuacion de la elipse que cumple con las condiciones dadas es:

ecuacion de una elipse horizontal con centro en el origen es:

2 2

6!
Para pasarla a la forma general, multiplicamos por (100)(64) ambos lados e
igualamos a cero; 64x% + 100y* — 6400 = 0
podemos dividir por 4; 16x° + 25y* — 1600 =0 <+—— Forma General

Para trazar su grafica localizamos sus vértices:
Extremos del eje mayor: como a = 10, a partir del centro contamos 10

unidades a la izquierda y 10 a la derecha, llegamos a V4(—=10, 0) y V(10 , 0).

Extremos del eje menor: como R PR

b = 8 a partir del cento . . - . . . .B

L,

contamos 8 hacia arriba y 8
hacia abajo, llegamos a B+1(0 , 8)
y By(0,-8).

Localizamos los extremos del 1z -

ancho focal o lado recto que es

B et e o S

.-——-.-——-—-c'1-<>————»————-———-.

(2b%a) = 12.8, nos colocamos

en cada uno de los focos y R R,

subimos 6.4 y luego bajamos A P

: Figura 24
6.4, asi que tenemos los puntos:
Li(-6,64) v Rqi(-6,-6.4); Lx6,64) y Ry6,-6.4)

La grafica de la elipse que queda como en la figura 24.
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5) Encuentra la ecuacion de la elipse con vértices en (-4, 2) y (10, 2) y cuyo
eje menor tiene longitud 10, traza su grafica.
Solucién:
Si en un plano localizas los vértices dados veras que el eje mayor es horizontal
y su longitud es de 14 unidades, observa que estos puntos tienen la misma
ordenada esto nos indica que la elipse es horizontal.
Es decir 2a =14, por lo que a =7 entonces a’ = 49; el centro de la elipse se
encuentra en el punto medio que es C(3 , 2); como el eje menor tiene una
longitud de 10, 2b = 10, entonces b = 5 y b? = 25; a partir del centro subimos 5
unidades y llegamos al punto B4 (3, 7), bajamos cinco unidades y llegamos a
B2(3, —3) que son los extremos del eje menor. Como nos piden su ecuacion,
(x=h)’ (y—k)’
2 o
la elipse en su forma ordinaria:
2 2
<x493) N (y252) _

para llevarla a su forma general, multiplicamos a toda la ecuacién por

esta es de la forma: =1, sustituimos y tenemos la ecuacion de

(49)(25)=1225, desarrollamos los binomios e igualamos a cero:
25(x% — 6X + 9) + 49(y* — 4y + 4) = 1225
25x% — 150x + 225 + 49y? — 196y + 196 — 1225 = 0

La ecuacion de la elipse en su forma general es:

25x% + 49y? — 150x — 196y — 804 = 0

1]
Su grafica la puedes completar Y g B
1
Ly |
encontrando las coordenadas de B L] e
los focos, el ancho focal y los L '\
A
extremos de cada ancho focal / 3 4
. V /5
para que la puedas delinear lo i f C@3.2 ‘

. . - x
mejor posible y te quede de la I /
T -h—5-4-3-2- 1 234567 19111
siguiente forma: ) -

T -
| R
2

Figura 25 s
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6) Escribe la ecuacion de la elipse en su forma general si los extremos del eje
mayor son los puntos V4(—4, 11) y Vz(-4, 3) y los extremos del eje menor son
los puntos B4(-7,7) y Ba(-1, 7).

Solucioén:

Localiza los puntos en el plano y te daras cuenta que la elipse es
vertical, ya que el eje mayor es vertical. Como la distancia entre los dos puntos
es 8, entonces a=4 y a’= 16; el eje menor es horizontal y tiene una longitud
de 6, asi que b=3 y b*=9, al marcar los dos ejes vemos que se cruzan en el
punto medio de ambos y este es el centro de la elipse C(-4, 7) que esta
formado por la abscisa de los extremos del eje mayor y la ordenada de los
extremos del eje menor.

La ecuacidon que representa a esta elipse es de la forma:
(x=h)* (y—k)’

0 &

eje mayor se encuentra en el denominador de los términos en y.

=1, ya que como ahora es vertical el cuadrado de la mitad del

Sustituyendo los datos que ya obtuvimos nos queda la ecuacion de la elipse en

2 2
x+8? (-7 _,
9 16

Vamos a escribirla en su forma general haciendo las operaciones de

su forma ordinaria como sigue:

multiplicarla toda por (9)(16) = 144, se desarrollan los binomios al cuadrado y
se iguala a cero:

16(x° +8x+16) + 9(y* — 14y +49) =144~~~ = " Ty~
16x% + 128x + 256 + Oy> — 126y + 441 - 144=0 .~
16x + 9y* + 128x — 126y + 553 = 0

Esta es la ecuacion de la elipse en

su forma general que cumple las

condiciones dadas en este ejercicio.

9 8 -7 6 5 -4 -3 -2 -
Figura 26
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7) Los vértices de una elipse son los puntos V4(—1,1) y V2(7,1), y su
excentricidad es de 15 Hallar su ecuacion en forma general, las coordenadas

de sus focos, las longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada lado recto.

Solucion:
Localizamos en el plano los vértices dados y observamos que la elipse es
horizontal, la longitud del eje mayor es de 8 unidades por lo que a = 4 y su

centro se encuentra a la mitad de los dos vértices, C(3, 1).

- c ,
Como nos dan la excentricidad, recordamos que e=—, asi que:
a

w|

C.
4 )
despejando a ¢ se tiene c:% y con estos datos calculamos el valor de b,

recordando que a* = ¢ + b’ al despejar a b debes llegar a:

b=y4 —(4/3)" = %=3.77

La ecuacion en su forma ordinaria de una elipse horizontal es:
(x=h? _ (y=K* _,
a’ b
sustituyendo las coordenadas del centro y los valores de a y b;
(=3 (-1 _,
2 2
4 (V128/9)

2 2
(-3 (- _,
16 128/9

Para localizar las coordenadas de los focos, nos colocamos en el centro y

La ecuacion de la elipse en su forma ordinaria es:

i 4 . . ,
caminamos el valor de c que es 3 a la izquierda y a la derecha, asi los focos

se encuentran en:

Wl

Fi(3-3,1); F4(1.666,1) y
Fa3+%5,1) o Fu4.333,1)

La longitud del eje mayor es de 8 unidades y la longitud del eje menor es de:

2‘/% =7.54;

La longitud de cada lado recto es:
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20 2(128/9)
a

=711

Como su excentricidad es pequefa la elipse se ve ovalada, esto es porque
cuando los focos se acercan tiende a una circunferencia como se ve en la

siguiente figura.

Figura 28

Creemos que ya te diste cuenta de varias cosas que le suceden a la
elipse, por ejemplo que entre mas se acercan entre si los focos, la elipse sera
cada vez mas redonda. Y en el caso en que un foco esté sobre el otro
tendremos a una circunferencia, o en el caso en que tengas una ecuacién en
forma ordinaria y resulte que los parametros a y b sean iguales entonces se
trata de la ecuacidén de una circunferencia como en el caso del ejercicio 11 de
la pagina 26. También la excentricidad nos indica lo ancho o lo angosto de las
elipses, ya observaste que si la excentricidad es cercano a 1 es una elipse
angosta, pero si la excentricidad es cercana a cero la elipse se hace mas
redonda casi parecida a una circunferencia.

¢ Qué crees que pase si la excentricidad de una elipse es cero?

Antes de empezar el estudio de estos casos, resuelve los siguientes ejercicios.
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EJERCICIOS 4.5

I) Obtener la ecuacién en su forma general de las elipses con las condiciones

que se dan a continuacion:

Centro en el origen, un focoen (0, —-2) y e = &,

Centro en el origen, un vértice en (0 , —5) y pasa por el punto (3, 2).

Centro en el origen, un foco en (3, 0) y la suma de distancia 2a = 10.

Centro en el origen, LR = % y un extremo del eje menor en (4, 0).

Centro en el origen, pasa por el punto (3, 4) y un vértice es (-6, 0).
Centro en el origen, eje mayor sobre el eje Y, y pasa por los puntos (-3,
-4) y (-2, -6).

Centro (-2, 4), un vértice en (-2, 9) y un foco en (-2, 0).

Centro(2,-3), a= J7, b= 43, eje menor vertical.

Centro (-1, -2), un vértice (-1,-6) y LR=6.

Focosen (-3,6) y (-3,-2),2b=6.

Centro (-4, 1), eje mayor vertical de longitud 12, e=1[].

Centro (3, 4), eje mayor paralelo al eje X, e=® vy pasa por (-1, 11/5).

m) Centro (1, 3), eje menor vertical de longitud 8 y e =0.

I1) Encuentra la ecuacion en su forma ordinaria, coordenadas del centro, de

sus vértices, de los extremos del eje menor, de sus focos, las longitudes de los

semiejes mayor y menor, la longitud del lado recto y la excentricidad de las

siguientes elipses cuyas ecuaciones son:

1) 9x% + 36y = 324 2) 3% +4y* —12=0

3) X¥*+16y*—16 =0 4) % +2y* =2

5) x>+ Py? —15=0 6) 25x% +y® +250x —2y +601=0
7) 4% +y*+40x—6y +45=0 8) 16x% + 5y —10x — 75=0

9) 9 +17y*—72x-9=0 10) 11x% + 17y + 66x — 102y + 300 = 0

11) 9x? + By? — 54x + 24y + 51 =0 12) 3x2 + 4y* —42x +24y + 156 =0
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4.6 DEFINICION DE LA CIRCUNFERENCIA.

La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos (x , y) del
plano que equidistan o se encuentran a la misma distancia de un punto fijo
(h , k) llamado centro al cual le asignaremos la letra C, y a la distancia de

cualquier punto sobre la curva a el punto C se le llama radio “r".

Lo anterior lo podemos graficar situandonos en cualquier punto sobre el
plano (h, k) que es C, y con un compas a una cierta abertura podemos trazar

todos los puntos (x , y) que se encuentran a esa misma distancia, como en la

figura 29.
'z
4__
(x.y)
2__
r
4 2 ? 3 ¢ .
: S . X
c(h.k)
N
e
Figura 29

4.7 ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA EN SU FORMA ORDINARIA.

Sabemos por la definicién de circunferencia que si P(x,y) es cualquier punto
sobre la circunferencia, la distancia de P(x ,y) a C(h, k) es igual a "r", es

decir: d(PC) =r ; usando la formula de distancia entre dos puntos:

d(PC) = \/( X,—% ) +(y,—Y,) ;paracalcular la d(PC) hacemos x;=h, y;=Kk,

X2=X Yy Y2=y alsustituir tenemos:  d(PC) = \/(x—h)2+(y—k)2 =r
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Eliminamos la raiz cuadrada elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacion

L(x=h)+(y-k) = | (1)

Luego entonces, la circunferencia de centro C(h, k) yradior> Oesla
grafica de la ecuacion (1) y recibe el nombre de forma “ordinaria o canénica”
de la ecuacion de una circunferencia.

Si el centro de la circunferencia coincide en el origen de coordenadas,

es decir,si h=0 y k=0, al sustituir en la ecuacion (1) tenemos:
(x=0)* +(y~0)* =r?

X2 +y?=r? 2)

Esta es la forma mas simple de la ecuacion ordinaria y se le conoce
como la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen, su gréfica es

la siguiente:

P

Figura 30

Conociendo el centro y el radio de la circunferencia, podemos encontrar

la ecuacion ordinaria de la circunferencia y también podemos trazar su grafica.

EJEMPLOS 4.7

Dado el centro y el radio de las siguientes circunferencias hallar en cada

caso la ecuacion ordinaria y trazar su grafica.

1. El centro es el origen de coordenadas (0, 0) ysuradioesr=4
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Solucién.

Sustituyendo en la ecuacion (2) ya que el centro es el origen, tenemos:
X2+ yz — 42

x’*+y>=16 —> es la ecuacion ordinaria

Para hacer la gréfica, al compas le das una abertura de 4 cuadritos de tu

cuaderno y con centro (0, 0) trazas la circunferencia, figura 31.

v
2__
r=4
I—_‘ ] _I2 ] ] I2 1 4
L T T T T T T y
€(0,0) X
B o
Figura 31

2. El centro de la circunferencia es (0, 0) ysuradio r= J10
Solucién.

Sustituyendo en la ecuacion (2) ya que el centro es el origen, tenemos:

X +y? = (V10)?

x*+y>=10 —> es la ecuacion ordinaria

Para hacer la grafica, al compas le das una abertura de J10 = 3.16

cuadritos de tu cuaderno y con centro (0, 0) trazas la circunferencia, figura 32.
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¥4
5
r=./10

4 2 ! I |2 b
' €{0.0) ] X

24

.4—_

figura 32

3. El centro de la circunferencia es el punto (-2, 5) y suradioesr =6.

Solucion.
Sustituyendo en la ecuacion (1) se tiene lo siguiente:

(x=(-2))" +(y-5)° =6
(x+2)*+(y-5)*=36 — > es la ecuacion ordinaria
Para hacer la gréafica, al compas le das una abertura de 6 cuadritos de tu

cuaderno, localizas el centro (-2, 5) y trazas la circunferencia, figura 33.

Figura 33
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4. El centro de la circunferencia es el punto (% , —% )ysuradioesr = J20.

Solucién.

Sustituyendo en la ecuacion (1) se tiene lo siguiente:
3Y Y 2
3] (3] )
3 2 7 2
(x—zj +(y+§) =20 — es la ecuacion ordinaria

Para hacer la gréafica, al compas le das una abertura de +20= 4.47
cuadritos de tu cuaderno, localizas el centro (% , —% ) y trazas la

circunferencia, figura 34.

v A

.l
4 2 2 4 LI
I Ea
X

r=.20 |

C(314,-T12)

-4

ot

|

Figura 34

5. El centro de la circunferencia es el punto (-5, 0) y suradioes r =3.

Solucion.
Sustituyendo en la ecuacion (1) se tiene lo siguiente:
(x=(-5))* +(y-0)* =3

(x+5)*+y*=9 —> es la ecuacion ordinaria
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Para hacer la gréafica, al compas le das una abertura de 3 cuadritos de tu

cuaderno, localizas el centro (-5, 0) y trazas la circunferencia, figura 35.
YA

run

5

Figura 35

6. La circunferencia pasa por el origen de coordenadas, es decir por O(0 , 0)

y su centro es el punto (3, 4).

Solucion.

En este problema conocemos las coordenadas del centro C(3, 4), pero
no sabemos cuanto mide el radio. Con los datos que nos dan podemos
calcular la magnitud del radio, ya que nos dicen que esta circunferencia pasa
por O(0, 0), y sabemos que r = d(CO), asi calculamos la distancia que hay

entre C y O como sigue:

r=d(CO) = \/(3-0)?+(4—-0)% =32 +4? =/0+16 =/25 =5

entoncesr =5

sustituyendo el centro C(3,4) y r=5 en la ecuacién (1) se tiene

(x=3)°+(y-4)° =5°

(x=3)*+(y—4)* =25 —> es la ecuacion ordinaria

Para hacer la gréfica, al compas le das una abertura de 5 cuadritos de tu
cuaderno, localizas el centro C(3,4) y trazas la circunferencia, figura 36.



264

c(3.1)

| =5
2 .zx‘a‘ﬁ

Figura 36

7. La circunferencia pasa por el punto A(-2, 4) y su centro es el punto C(3, 1),
encontrar su ecuacion.
Solucion.

Con los datos que nos dan sabemos las coordenadas del centro, pero no
conocemos la magnitud del radio r, pero nos dicen que la circunferencia pasa
por el punto A(-2, 4), es decir el punto A esta sobre la circunferencia y la
distancia que hay entre C y A es la magnitud del radio, asi que vamos a
calcular esta distancia.

r=d(CA) = JB-(-2)* +(1-4)* = /(3+2)° +(1-4)* = \J(5)* +(-3)* =
= 25+9 = /34

Entonces el radio r = /34 y el centro de la circunferencia es C(3, 1),

sustituimos en la ecuacion (1) y tenemos:

(x=3)* +(y-1)* = (v/34)*

(x=3)+(y-1)*=34
Que es la ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en C(3, 1) y que
pasa por A(-2, 4).
Para hacer la grafica, al compas le das una abertura de /34 = 5.83

cuadritos de tu cuaderno, localizas el centro C(3, 1) y trazas la circunferencia,
figura 37.
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Y A

Sl

cE4) 8

Figura 37

8. Los puntos A(4, 3) y B(-2, —3) son extremos de uno de los didmetros de la

circunferencia, encontrar su ecuacion.

Solucion.

En este ejercicio no nos dicen las coordenadas del centro ni la magnitud
de su radio, pero con los datos que nos dan podemos encontrarlos.

Si nos dicen que los puntos A4, 3) y B(-2, —3) son extremos de uno de
sus diametros entonces el punto medio entre A 'y B sera el centro de la

circunferencia, que se obtiene utilizando la férmula del punto medio que es:

M:(sz,yﬁyzj

2 2

Hacemos x; =4, y;=3,X=-2, y,=-3 Yy al sustituir tenemos:

CoM, :(4+(—2)13+(—3)j _ [4—213—3] _ (g’gj - 1.0)
2 2 2 2 2'2

Por lo tanto el centro de la circunferencia es el punto C(1,0).

Sabemos que el radio es la distancia del centro a cualquier punto sobre
la circunferencia, entonces r =d(AC) o r =d(BC) nos debe de dar el mismo
resultado, calculemos d(AC) sustituyendo en la ecuacion “distancia entre dos

puntos d(PQ) = \/( X,— X ) +(y,—Yy,) Vvistaen launidad 2”:
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d(AC) = \/(1-4)2+(0-3) =9+9 = 18

entonces r = /18

Sustituyendo los datos calculados C(1,0) y r =18 en la ecuacion (1)
se obtiene la ecuacion pedida como sigue:
(=1 +(y-0)° = (\18)’
(x-1)* +y* =18
Para hacer su gréfica, al compas le das una abertura de J18 = 4.24

cuadritos de tu cuaderno, localizas el centro C(1, 0) y trazas la circunferencia,

figura 38.
Y4
\ r=/18
2 , 2 4 6. 5.
C(1,0) 9 X
Figura 38

EJERCICIOS 4.7
En cada uno de los siguientes ejercicios, encuentra la ecuacion de la

circunferencia en la forma ordinaria o canénica, y traza su grafica.

Concentro C(0,3) y r=6.

ConcentroC(7,0) y r=+/15
ConcentroC(-2,4) y r=3.
ConcentroC(5,-3) y r=5.

r w Db P
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5. ConcentroC(-9,0) y r=2.

6. ConcentroC(-3,-1) y r =410

7. ConcentroC(0,0) y r=4.

8. Concentro C (9/2,7/5) y r=+/20

9. Pasa por el punto A(6, 8) y su centro es el punto C (2, 5).

10. Pasa por el punto P(-2, 5) y su centro es el punto C (-4, 2).

11. Pasa por el punto Q(0, —-2) y su centro es el punto C (-1, 2).

12. Los puntos R(-6,4) y S (2,-8) son extremos de uno de sus diametros.
13. Los puntos P(4,3) y Q (6,—-3) son extremos de uno de sus diametros.

14. Los puntos A(-2,4) y B (1,-1) son extremos de uno de sus diametros.

Observacion: Es relativamente facil escribir la ecuacion de una
circunferencia si conocemos las coordenadas de su centro C(h, k) y la magnitud de

su radio r, y ademas con estos mismos datos es posible dibujar su grafica.

4.7.1 OBSERVACIONES SOBRE LA ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA
EN LA FORMA ORDINARIA O CANONICA.

s~ Observa que la ecuacion (x-h)*>+(y-k)> =r> exhibe claramente las

coordenadas del centro de la circunferencia y la longitud del radio.

¢~ Fijate que la h siempre aparece junto con la x, y la k junto con lay. Asi
gue para obtener las coordenadas del centro de la circunferencia, sélo
tienes que escribir los valores que aparecen en cada binomio cambiandoles

el signo.

¢~ Ademas en el segundo miembro de esta ecuaciéon aparece el radio r
elevado al cuadrado, y para obtener su magnitud sélo hay que extraerle

raiz cuadrada, y, por lo tanto, se deben discutir tres posibilidades.
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» Si r? = 0; sacando raiz cuadrada de ambos lados tenemos
r=+0 =0
entonces no hay circunferencia sélo es un punto, que es el
centro C(h, k).

= Si > 0; sacando raiz cuadrada de ambos lados tenemos

r=+r?
gue es un numero real positivo y entonces la circunferencia

tiene centro C(h, k) y radio r.

= Si r’< 0 quiere decir que r’ es un nimero negativo y al sacar raiz
cuadrada de ambos lados, tendriamos que sacar la raiz cuadrada a
un numero negativo la cual no existe en los Numeros Reales,
entonces la circunferencia con centro C(h, k) no tendria radio , es

decir, no existe circunferencia alguna.

EJEMPLOS 4.7.1
1. Decir si la ecuacién (x —3)? + (y— 7)? = 64 representa a una circunferencia.

Solucién.

Los valores en los binomios son -3 conlax y —7 con lay, les cambiamos sus
signos y entonces el centro seria C(3, 7).

Como 64=r>y 64>0 entonces sacamos raiz cuadrada de ambos lados y

tenemos

r:J6_4:8 es decir r=8

Por lo tanto la ecuacién dada representa a una circunferencia con radio 8 y

centro el punto (3, 7).
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2. Decir sila ecuacion (x—4)? + (y + 6)>=0 representa a una circunferencia.

Solucion.
Los valores en los binomios son —4 conlax y +6 con lay, les cambiamos sus
signos y entonces el centro seria C(4, —6).

Como 0=r% entonces r=0 esto quiere decir que no hay circunferencia.

Por lo tanto la ecuacién dada no representa a una circunferencia soélo es un
punto, es el punto (4, -6).

3. Decir sila ecuacion (x—1)> + y*> = —9 representa a una circunferencia.
Solucion.

Los valores en los binomios son —1 con la x y con lay no hay nimero esto
quiere decir que la k = 0, le cambiamos el signo a -1 y entonces el centro
seria C(1, 0).

Como -9 = r? elevando al cuadrado ambos lados tenemos que r= /-9 el

cual no es un numero real, esto quiere decir que no hay circunferencia.

Por lo tanto la ecuacion dada no representa a ninguna circunferencia, ni

siquiera es un punto.

EJERCICIOS 4.7.1

De las siguientes ecuaciones, di cuales representan a una

circunferencia, un punto o no representan nada.

1) (x=2)% + (y+1)? =25 4) (x—=5)% +y* =0

2) (x=5)* + (y+3)? =4 5) x* + (y+3)% =-7

3) (x—27 + (y-6)> =0 6) (x—8)* +y* =0
7)(x+4)* + (y+7)® =5 8) (x+1)* + (y-9)% =21

9) (x—2)> + (y=7)> =-9 10) x2 + y* =49
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4.8 ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA EN FORMA GENERAL

La ecuacion de la circunferencia en su forma general es aquella en la
que tenemos dos términos cuadraticos uno es x* y el otro y°, dos términos
lineales uno con x y el otro con y, y ademas un término independiente, y por
ultimo debe de estar igualada a cero; puede faltar el término independiente o el
término con x o el término con y o ambos, pero nunca el de x* ni el de y2

Asi la ecuacion de la circunferencia en forma general tiene la siguiente forma:

AX*+By’+Dx+Ey+F=0 > (3)

Donde A y B siempre son iguales, si fueran diferentes la ecuacién no

representaria a una circunferencia.

Si tenemos la ecuacién ordinaria de una circunferencia podemos llevarla
a la forma generar, sdlo tenemos que desarrollar los binomios al cuadrado,
ordenar los términos e igualarla a cero.
Para esto tienes que recordar como se desarrolla el cuadrado de un binomio y
€S como sigue:
(a+b )>=a?+2ab+b? y (a-b)?=a?-2ab+b?

EJEMPLOS 4.8

En los ejemplos 4.7 encontramos varias ecuaciones de circunferencias

en su forma ordinaria, pues ahora las llevaremos a su forma general.

1. El centro es el origen de coordenadas (0, 0) ysuradioesr=4

Solucién.

Encontramos su ecuacion ordinaria que es  x*+y’ =16, igualamos a

cero y tenemos su forma general: | x*+y*-16=0
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2. El centro de la circunferencia es (0, 0) y su radio r = /10
Solucién.

Encontramos su ecuacion ordinaria que es x*+y’ =10, igualamos a

cero y tenemos su forma general: | x*+y*-10=0

3. Elcentro de la circunferencia es el punto (-2, 5) y suradio esr = 6.
Solucién.
Encontramos su ecuacion ordinaria que es (x+2)° +(y—-5)° =36,
desarrollando cada binomio al cuadrado:
(x+2°=x2+2(X)(2) + 22 = x* + 4x + 4
(y—5)*=y* +2(y)(-5) + (-5)° =y* - 10y + 25
Sustituyendo tenemos:
X*+4x+4 + y*— 10y + 25 =36
Ordenamos e igualamos a cero:
X+ Y +4x—10y+4+ 25— 36=0

Y la ecuacién en forma general es: X+ y?+4x—10y — 7=0

4. El centro de la circunferencia es el punto (% , —% )y su radio es r = /20 .

Solucioén.
3 2 7 2
Encontramos su ecuacion ordinaria que es (x—ﬂ +(y+zj =20,

desarrollando cada binomio al cuadrado:

2 2
x—3 =x?+2(X) 323 s By e 340 0
4 4 4 4 16 2 16

7V, 7Y (7Y, 14 49 49
+—| =y +2 —|+|=| =Y +—=yY+—=y +Ty+—
(y 2) y (y)[zj (2) y > y 4 y y >

Sustituyendo tenemos:
NIV y2+7y+ﬂ =20
2 16 2
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Ordenamos e igualamos a cero:

X+ yz—ix +7y+3+4—9— 20 =0
2 16 2

9 49 9+392-320 81 L
Hacemos la suma —+—-20=————=— vy la ecuacién que nos
16 2 16 16
queda es
X2+ Yo — z—x ry+ L2

Multiplicamos por 16 a todos los términos de la ecuacion para que no se altere

y la ecuacion en forma general es: 16x° + 16y> —24x + 112y +81 =0

5. El centro de la circunferencia es el punto (-5, 0) y suradioes r = 3.
Solucién.

Encontramos su ecuacion ordinaria que es (x+5)°+y*=9,
desarrollamos el binomio al cuadrado: (x + 5)* = x* + 2(x)(5) + 5% = x* + 10x + 25
Sustituyendo tenemos:

x>+ 10x+25 + y* =9
Ordenamos e igualamos a cero:
X+ y?+10x+ 25— 9=0

Y la ecuacion en forma general es: | x*+ y*+10x + 16 =0

6. La circunferencia pasa por el origen de coordenadas, es decir por O(0 , 0)
y su centro es el punto (3, 4).
Solucién.
Encontramos su ecuacion ordinaria que es (x—3)*+(y—4)* =25,

desarrollamos cada binomio al cuadrado:
(x —3)? = x* +2(x)(-3) + (-3’ = x*—=6x + 9
(v = 4)° = y+2(y)(-4) + (-4)° = y* - 8y + 16
Sustituyendo tenemos:
X —6x+9+y’—8y+16 =25
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Ordenamos e igualamos a cero:
X+ yP— 6x—8y+9+16— 25=0

Y la ecuacion en forma general es: | x*+ y*— 6x—8y =0

7. La circunferencia pasa por el punto A(-2, 4) y su centro es el punto C(3, 1),
encontrar su ecuacion.

Solucién.

Encontramos su ecuacion ordinaria que es (x—3)*+(y-1)* =34,
desarrollamos los binomios al cuadrado:
(x — 3)? = X2 +2(x)(-3)+(-3)* = x> = 6x + 9
(v —1)° =y +2()(-1)+(-1)* = y* -2y + 1

Sustituyendo tenemos:
X*—6x+9+y*—2y+1 =34
Ordenamos e igualamos a cero:
X+ yP—6x —2y + 9+1-34=0

Y la ecuacién en forma general es: X+ Yy —6x —2y — 24=0

8. Los puntos A(4, 3) y B(-2, —3) son extremos de uno de los diametros de la
circunferencia, encontrar su ecuacion.
Solucién.
Encontramos su ecuacién ordinaria que es (x — 1)> + y* = 18
desarrollamos el binomio al cuadrado:
(x —1?=x+2(X)(=1) + (1) =x*—2x+1
Sustituyendo tenemos:
X>—2x+1+ y* =18

Ordenamos e igualamos a cero:

>+ y?P—2x+1— 18 =0

Y la ecuacion en forma general es: | xX*+ y*—2x— 17 =0
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EJERCICIO 4.8

Dado el centro y el radio encontrar la ecuacion de la circunferencia tanto en

su forma ordinaria como en su forma general y graficala.

1) C(,00 'y r=2 2) C(0,0) y r=4
3) C(3,0) y r=3 4) C(0,2) y r=5
5) C(0,-7) y r=4/30 6) C(-2,5) y r=4/15
NC@E.,-5) y r=+i7 8)(:(%,-%) y r=5
9)C(—%,—4) y r=9 10) C(-1,-3) vy r:%

4.8.1 OBSERVACIONES SOBRE LA ECUACION EN FORMA GENERAL

¢~ En los ejercicios anteriores creo que te diste cuenta que en la ecuacion de
la circunferencia en forma general Ax* + By’ + Dx + Ey + F = 0, no siempre
la Ay la B tienen el valor de 1, ya que en el ejercicio 4 de los ejemplos
6.2.3, los valores de A y de B son 16; pero te debe de quedar bien claro
gue el valor de A de B siempre deben de ser iguales para que sea una

circunferencia.

¢~ Cuando no hay ningan término lineal, es decir, no hay términos con x ni

cony, entonces el centro es el origen, como en los ejemplos 1y 2.

¢~ Si el término que falta es el de x, entonces el centro esta sobre el eje “Y”.

¢~ Si el término que falta es el de y, entonces el centro esta sobre el eje “X".

¢ Lo que siempre debes tener presente es:

Si te dan las coordenadas del centro C(h , k) de una circunferencia y te dan la
magnitud del radio r, puedes encontrar su ecuacion en forma ordinaria, llevarla

alaforma general y trazar su gréfica.
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4.8.2 REDUCCION DE LA FORMA GENERAL A LA FORMA ORDINARIA

Si te dan la ecuacién de una circunferencia en forma ordinaria de
inmediato puedes deducir cuales son las coordenadas del centro y la magnitud
del radio y la puedes graficar, pero si te dan la ecuacion en forma general ya no

es tan inmediato que deduzcas el centro y el radio.

A continuacién vamos a aprender como hacerlo, es decir como llevar la forma
general a la forma ordinaria para asi de inmediato deduzcas cual es su centro
C(h, k) ysuradior.

Para esto debes de recordar como se completa un trinomio cuadrado
perfecto, ya que todo trinomio cuadrado perfecto se factoriza como el cuadrado
de un binomio, es decir a?+2ab+b?= (a+b)*> y a’-2ab+b’= (a-b

)* que ya los conocias, aplicando esto tanto a x como a y tenemos:

Caso 1) Si A=B =1 laecuacion de la circunferencia en forma general es:

X +y*+Dx+Ey+F=0
1") Asociamos los términos en x y los términosen y x*+Dx+ Y+ Ey+F =0
2°) Restando F a ambos lados de la ecuacion X*+Dx+ y*+Ey=—F
3") Completamos trinomios cuadrados perfectos para x y para y de la siguiente
forma:
Al coeficiente del término lineal de x (es D) lo dividimos entre 2 y lo elevamos al
cuadrado lo que resulte lo sumamos a ambos lados de la ecuacién y hacemos
lo mismo con el coeficiente del término lineal de y que es F, es decir lo
dividimos entre 2 y lo elevamos al cuadrado lo que resulte también lo sumamos

a ambos lados de la ecuacion y tenemos:

2 2 2 2
cooc(3fe et (5] e 315
2 2 2 2

4") Factorizamos cada trinomio cuadrado perfecto:

DY’ EY D> E?
X+—| +|y+—=| = -F +—+—
2 2 4 4

Finalmente nos queda la forma ordinaria de la ecuacidon de la
circunferencia, donde



276

D E , D2 E2
=—— = —— y r- = -F +—+—
2 2 4 4

Observa que al valor de h y de k se le cambia el signo.

Caso 2) Si A =B # 1 entonces lo primero que tenemos que hacer es dividir a
toda la ecuacion entre el valor que tiene A o B, Yy luego proceder como en el

Caso 1.
Para que te quede mas claro haremos varios ejercicios.
EJEMPLOS 4.8.2

1) Transformar la ecuacién en forma general x*+y?+12x -2y —13=0 ala
forma ordinaria o canonica, y si representa a una circunferencia hacer su
grafica.
Solucion:
Observa que en este caso A = B = 1 entonces procedemos como sigue:
1°) Asociamos los términos en x y los términos en y: x*+12x + y*— 2y —13 =0
2°) Sumamos 13 a ambos lados de la ecuacion:
X+ 12x+y* -2y — 13+13 =0+ 13
Nos queda: X2+ 12x+y?—2y =13
3°) Completamos trinomios cuadrados perfectos en x yen vy:
Para x: su coeficiente es 12, sacamos su mitad que es 6 y lo elevamos al
cuadrado 67, este nimero lo sumamos a ambos lados de la ecuacion.
Para y: su coeficiente es —2, sacamos su mitad que es -1 y lo elevamos al
cuadrado (-1)?, este nimero también lo sumamos a ambos lados de
la ecuacion.
Y tenemos (x> + 12x + 6%) + (Y =2y + (-=1)%) = 13 + 6% + (-1)?
4°) Factorizamos cada trinomio cuadrado perfecto como el cuadrado de un
binomio: (x+6)* + (y—1)> =13+36+1
(x+6) + (y—1)> =50  Que es la Forma Ordinaria

Entonces h=-6, k=1 y r>=50 esdecir r=+/50

Asi el centro de la circunferencia es el punto C(=6 , 1) y su radio es r = /50,

su grafica es la figura 39.
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figura 39

2) Transformar la ecuacién en forma general x*+y*—12x—16y +3=0 ala
forma ordinaria o canonica, Yy si representa a una circunferencia hacer su
gréfica.
Solucioén:
En esta ecuacion A =B =1 entonces
1°) Asociamos los términos con x y los términos con y :
x> —12x+y*— 16y + 3=0
2°) Restamos 3 a ambos lados de la ecuacion:
x> —12x+y*—16y+3 -3=0-3
X —12x+y*—16y = -3
3°) Completamos trinomios cuadrados perfectos en x yen vy:
Para x: su coeficiente es -12, sacamos su mitad que es -6 y lo elevamos al
cuadrado (-6)*, este nimero lo sumamos a ambos lados de la ecuacion.
Para y: su coeficiente es -16, sacamos su mitad que es -8y lo elevamos al
cuadrado (-8)?, este nimero también lo sumamos a ambos lados de la
ecuacion y tenemos:
(x* — 12x +(-6)*) + (y* — 16y + (-8)*) =—3 + (-6)" + (-8)°
4°) Factorizamos cada trinomio cuadrado perfecto como sigue:
(x—6)% + (y—8)° =—3 + 36 + 64

(x—6)2 +(y—8)°= 97 Forma Ordinaria
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Entonces h=6, k=8 y r?= 97 esdecir r= 97

Asi el centro de la circunferencia es el punto C(6 , 8) y su radio es r =497 =

9.84, su gréfica es la figura 40.

figura 40

3) Transformar la ecuacién en forma general x*+y?*+5x—7y +23=0 ala
forma ordinaria o canonica, Yy si representa a una circunferencia hacer su
grafica.
Solucion:
En esta ecuacion A = B =1 entonces

1°) Asociamos los términos con x y los términos con vy :

x> +5x+y’ -7y + 23=0
2°) Restamos 23 a ambos lados de la ecuacion:
X>+5x+y -7y + 23-23=0-23
X +5x+y* -7y =—23
39 Completamos trinomios cuadrados perfectos en x yen v:

. . 5
Para x: su coeficiente es 5, sacamos su mitad que es 5 Y lo elevamos al

2
5 , .,
cuadrado E , este nimero lo sumamos a ambos lados de la ecuacion.

. . 7
Para y: su coeficiente es —7, sacamos su mitad que es - 7Y lo elevamos al
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2
7 , .,
cuadrado (_Ej , este niumero también lo sumamos a ambos lados de la

ecuacion.

2 2 2 2
x2+5x+(Ej +y2-7y+(—zj =-23 +(§J + (—ZJ
2 2 2 2

4°) Factorizamos cada trinomio cuadrado perfecto como sigue:

2 2
(X+§j +(y_1j =23+ §+§
2 2 4 4

2 2
La Forma Ordinaria es: (x+gj + (y_zj =_ 43

o 43 43 .
Observa que en este ejercicio r*=— i entonces r= 7 es un numero

gue no existe en los numeros reales; en consecuencia la ecuacion dada que

es: X%+ y2 +5x—7y+23=0 norepresentaauna circunferencia.

4) Transformar la ecuacién en forma general 5x*+ 5y*+ 15x + 10y -40=0 a
la forma ordinaria o canonica, Yy si representa a una circunferencia hacer su
gréfica.
Solucién:
En esta ecuacion A = B =5 entonces lo primero que hacemos es dividir a toda
la ecuacion entre 5 y nos queda de la siguiente forma
X +y*+3x+2y—-8=0

En esta nueva ecuacion tenemos que A =B =1, y procedemos como en los

ejercicios anteriores.
1°) Asociamos los términos con x y los términos con vy :

X*+3x+y’+2y — 8=0

2°) Sumamos 8 ambos lados de la ecuacién: x> +3x+y*+2y —8 +8=0+38

Que es lo mismo que: X +3x+y?+2y =8
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3°) Completamos trinomios cuadrados perfectos en x y en y:
Para x la mitad de 3 la elevamos al cuadrado y la sumamos a ambos lados
de la ecuacion, y para y la mitad de 2 la elevamos al cuadrado y la

sumamos a ambos lados de la ecuacion y tenemos:

3Y 3Y
x2+3x+(5j +y? + 2y + (1) :0+8+(Ej +(1)°

4°) Factorizamos cada trinomio cuadrado perfecto como sigue:
(+ P+ D=8 41

45

(x + g)z +(y+1)?% = n Forma Ordinaria

45 _ /15

Entonces h:—é, k=-1 y r*= 45 es decir r= |22
2 4 4~ 2

N

Asi, el centro de la circunferencia es el punto C(—g ,—1) ysuradioesr :T

~ 3.35, su gréfica es la figura 41.

figura 41
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5) Transformar la ecuacion en forma general x*+y*+ 12x — 16y +100=0 a

la forma ordinaria o canénica, Yy si representa a una circunferencia hacer su

grafica.

Solucion:
En esta ecuacion tenemos que A =B =1, y procedemos como en los ejercicios
anteriores.

1°) Asociamos los términos con x y los términos con y :

x>+ 12x + y*— 16y + 100 = 0
2°) Restamos 100 a ambos lados de la ecuacion:
x>+ 12x + y* — 16y + 100 — 100 =0 — 100

-100

X+ 12x + y? — 16y
3°) Completamos trinomios cuadrados perfectos en x yen vy:

Para x la mitad de 12 la elevamos al cuadrado y la sumamos a ambos
lados de la ecuacion, y para y la mitad de —16 la elevamos al cuadrado y la
sumamos a ambos lados de la ecuacion y tenemos:

X%+ 12x + (6)° +y? — 16y + (~8)* =—100 + (6)" + (-8)°
4°) Factorizamos cada trinomio cuadrado perfecto como sigue:

(x + 6)° + (y — 8)>=—100 + 36 + 64

(x+6)> +(y —8)% =0  Forma Ordinaria

Observa que en este ejercicio r’=0 entonces r =0 es decir no tenemos
una circunferencia, es solo el punto (-6, 8) y su grafica es la figura 42.

Yﬁk

C(-6.8)

8. 6 4 2 | 2 4

ue

figura 42
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6) Transformar la ecuacién en forma general x*+y> —8x = 0 a la forma
ordinaria o canonica, Yy si representa a una circunferencia hacer su gréfica.
Solucion:
En esta ecuacion tenemos que A =B =1, entonces:
1°) Asociamos los términos con x y los términoscon y: x> —8x+y*=0
2°) Completamos un trinomio cuadrado perfecto para x , sumando a ambos
lados de la ecuacion el cuadrado de la mitad de - 8 y tenemos:
X2 —8X + (—4)2 +y? =0 + (-4)?

4°) Factorizamos el trinomio cuadrado perfecto como sigue: (x —4)* +y* =16

(x—4)> +(y—0)* =16  Forma Ordinaria

Entonces el centro de la circunferencia es C(4 , 0) y su radio es r = 4, su

gréfica es:

figura 43

EJERCICIO 4.8.2

Encuentra el centro y el radio de cada una de las siguientes circunferencias y
graficalas.

1) X*+y*—49=0 2) X*+y*—34=0

3) (x-3)*+(y+4)°=25 4) (x +1)°+(y+4)*=54

5) x*+y°—10x + 12y —30=0 6) X +y +12x—6y—4=0

7) x> +y*—20x -8y + 100=0 8) X*+y*+5x+2y—5=0

9) 2 +2y*+16x—4y+2=0 10) 3x* + 3y — 15x — 9y + 6 = 0

11) 3x* + 3y = 3x + 9y - 15=0 12) 5x? + 5y* + 20x + 15y - 10 = 0
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4.9 ALGUNOS PROBLEMAS SOBRE CIRCUNFERENCIA

1) Hallar la ecuacion de la circunferencia si su centro es el punto C (-1, 3) vy

pasa por el punto P (2, -1).

Solucion:

Nos dan el centro, lo Unico que tenemos que encontrar es el radio.

Sabemos que la distancia de cualquier punto de la circunferencia al centro es el
radio, entonces usando la férmula de distancia entre dos puntos el radio r es

igual a:

r=J(-1-2%+(@B-(-1)) = J(-3)°+4* = J9+16 = 25 = 5

La gréafica es la siguiente:

4l

N

NI

s P(2,-1)

figura 44

Sustituyendo el centro y el radio en la ecuacién
x=h)Y+(y-k?> = r
tenemos:
(x+1)°+(y—-3)7° = 25

esta es la ecuaciébn en su forma ordinaria, ahora en su forma general
desarrollamos los binomios al cuadrado e igualamos a cero:

X*+2x+1+y"— 6y+9-25 =0

X +y +2x—6y—15 = 0

es la ecuacién de la circunferencia en su forma general.
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2) Obtener la ecuacion de la circunferencia cuyo diametro es el segmento que
une los puntos P(—4, 2) y M(2, -3).

Solucion:
Trazamos el diametro sobre el plano y recordamos que el radio es la mitad del

diametro y el centro debe ser el punto medio del segmento.

figura 45

- . +X, Y+
Recuerda que el punto medio se calcula usando la formula (X1 2, il 2y2),

2
entonces h:LJr2 - 2. -1
2 2
=23 _ -1
2

el centroestaenC (-1, —%).

El radio es la mitad del diAmetro es decir:

_dPM) _ (-4-27+(2+3)° _ (-6)’+5" _ J36+25 _ Vel
2

2 2 2 2
sustituyendo el centro y el radio en la ecuacién  (x —h)?+ (y—k)*> = r?
2
tenemos: X +1)2+(y+1) = [@J
y laecuacion ordinariaes: (x +1)°+(y+%)* = %
desarrollando los binomios al cuadrado, igualando a cero y ordenando términos:

x2+2x+1+y2+y+1 _ . 0
4 4
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x2+y2+2x+y—57§3 =0

y laecuacion generales | xX*+y?+2x+y—14= 0

3) Obtener la ecuacion de la circunferencia con centro en (5, —3) y que es
tangente alarecta 10x—-6y+9 = 0.

Solucioén:
Primero en un plano cartesiano podemos graficar la recta y localizar el centro de la

circunferencia para darnos una idea de lo que tenemos que hacer.
De la ecuacion de la recta despejamos y para ponerla en la forma y=mx+b y

nos queda vy = gx + g entonces la pendiente es m = g y la ordenada al

. 3 . , 3
origenes b = > ; es decir nuestra recta cruza al eje de las Y en > y recordemos

que la pendiente es el aumento en Y entre el avance X, asi es que si estabamos

en (0, g) avanzamos 3 unidades a la derecha y 5 hacia arriba y llegamos al

1 :
punto 3, ?3 ) , con estos dos puntos podemos trazar la recta y localizar el

centro como se muestra en la siguiente figura.

T * CBI)
figura 46

Como la recta es tangente a la circunferencia debemos encontrar la distancia mas
corta del centro a la recta y esta va a ser el radio de la circunferencia, recordando
que la distancia de un punto a una recta se obtiene como:

d= Ax +By, +C

\JA? + B?
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en nuestrocaso A=10, B=—6, C=9, x3=56 y y;=—3

10(5)-6(-3)+9 _ 50+18+9 _ 77

JI02+(-6)7  +100+36 /136

sustituyendo tenemos que d =

77
V136

Este valor y las coordenadas del centro de la circunferencia los sustituimos en la
ecuacion  (x—h)*+(y—k)*>=r? y tenemos:

(X—5) + (y+3)° =[ij

~
~

entonces r=

V136
5929
X_5 2 + +3 2 = —_—
(x=8)"+(y+3)" =—=¢
esta es la ecuacion ordinaria, desarrollando el algebra necesaria obtendremos la
ecuacion general x> —10X+25+ Y2 +6y+9 = 51%269

multiplicando por 136 a toda la ecuacion y ordenando términos, se tiene:
136x° +136Yy° —1360x + 816y + 4624 —5929 = 0

136x°* +136y* —1360x+816y—695=0|  es la ecuacion general.

Ahora si podemos trazar bien la grafica (figura 47).
Fi X

=

figura 47

¢,Observando la grafica se te podria ocurrir otra forma de resolver este ejercicio?
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4) Encuentra el perimetro de la circunferencia y el area que encierra. Si la

ecuacion de la circunferenciaes x*+y* —2x+12y+12=0.

Solucién:
Para encontrar el perimetro necesitamos encontrar el radio, como la ecuacion esta

en su forma general la llevamos a la forma ordinaria y tenemos:

X2 —2x +y?+ 12y =12
X2 — 22X +(-1)° + y? + 12y + 6% = —12 + (-1)* + 6°
(x—1)%+(y+6)*=25

De esta forma podemos deducir que el centro de la circunferenciaes (1,—-6) vy

su radio r =5, figura 48.

Recordando que el perimetro P de toda circunferencia es 2nr tenemos que:

P =2(3.1416)5=31.41 unidades lineales

y elarea A=nr’> porloque A =(3.1416)(5)° = 78.54 u°.

7
Tﬁl:"?:TZ:__'u:?.:".':‘.jza.l".":

>

A =T78.54 u2 i

.z P=31.41u

figura 48
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5) Comprueba grafica y algebraicamente si el punto A(-3, 2) es exterior, interior

o0 pertenece a la circunferencia cuya ecuacion es  x* +y>—4x—-8y—-29=0.

Solucién:
Para hacerlo graficamente necesitamos el centro y el radio de la circunferencia,

asi es que hay que llevarla a la forma ordinaria para poder encontrarlos.
X* —4x+y* -8y =29
X2 —4x+2° +y* -8y +(-4)* =29+ 2% + (-4)?
(x—2)* + (y—4)* = 49

Entonces el centro es C(2 , 4) y el radio r =7, graficando se ve que el punto A se

encuentra en el interior de la circunferencia.
Yé;

12+

<

figura 49

Ahora algebraicamente comparemos la distancia del centro C al punto A con el
radio; si es menor que el radio esta dentro, si es mayor esta fuera y si es igual esta

sobre la circunferencia:

d(CA)=+/(2+3)?+(4-2)* = 29 ~ 5.38

como 5. 38 < 7 se encuentra en el interior de la circunferencia.
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6) Un punto se mueve de forma tal que la razén de sus distancias a los puntos
A2, 4) y B(-5, 3) es 2. Encuentra la ecuacion de su trayectoria y especifica

de que lugar geométrico se trata.

Solucion:
La razon de sus distancias a los puntos A(2, 4) y B(-5, 3) es 2 quiere decir que la

distancia d(PA) entre la distancia d(PB) es igual a 2, esto es:

_ 2 _ 2
dPA) _ 2 oseaque \/(X I Vi) =2
d(PB) J(x+5)% +(y—3)?
Para eliminar las raices elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacion y

tenemos: (x=2)" +(y =4 =
(x+5)*+(y-3)*

realizando el &lgebra necesaria para encontrar una ecuacion en forma general:

(x=2)*+(y-4)* =4[(x +5)* +(y - 3)°]

X —4X+4+y* -8y +16 = 4(x* +10x + 25) + 4(y* -6y +9)
X* —4x+Yy* -8y +20 = 4x* + 40X +100 + 4y* — 24y + 36
X2 —4x* +y? —4y* —4x—40x—8y+24y+20-136=0
—3x*—3y*—44x+16y-116=0

multiplicamos por —1: 3x* +3y° +44x-16y+116 =0
esta es la ecuaciéon de una circunferencia

Procedamos a encontrar el centro y el radio llevandola a la forma general.

La dividimos entre 3, asociando términos, completando cuadrados y factorizando

_ , o, 44 16 116
tenemos: X“+y +—x-—y+—=0
3 3 3
e, 16, 16
3 3 3
, 44 (44)2 , 16 (16)2 116 (44}2 (16)2
XTh—X+| — | +y - —=y+|—— | =———+| — | +| ——
3 6 3 6 3 6 6
44’ 16)° 200 .
x+€ + y—E =9 gue es lo mismo que

( 22}2( 8]2 200
X+— | +|y—=| =—
3 3 9
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Entonces el centro esta en C (——,—j ysuradioes r=——=4.7u, su

gréfica es la figura 50.

figura 50

7) Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(2, — 2),
B(-1,4) y C(4,6).

Solucion:
Marcamos los puntos sobre el plano:
Y?i
6l C(4.6)
B(14) 4
21
"." 2 0 2 4 e
X
5l A(2,-2)
figura 51

La distancia de cualquier punto sobre la circunferencia al centro (h, k) nos da el
radio, como tenemos 3 puntos tenemos tres formas de obtener el radio en
términos de h y k que son las siguientes:
r’=(2-h)?+(-2-k)> =4—4h+h*+4+4k +k?
r’=h>+k*—4h+4k +8 ------memme- (1)
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r’ =(-1-h)? +(4-k)* =1+ 2h +h* +16 — 8k +k*
r’=h?+k?+2h—8Kk +17 ------------ 2)

r’=(4-h)*+(6-k)* =16—8k + h* +36—-12k +k*
F2 =h? + k? ~8K —12K 452 ~---nverme 3)

igualando la ecuacion (1) con la ecuacion (2) y acomodando la ecuacion:

h?+k?—-4h+4k +8=h*>+k® +2h—8k +17
—4h+4k —2h+8k =17 -8
—6h+12k =9

dividiendo entre 3: “2h+4K =3 —mmmmmmmmeee (4)

podemos igualar la ecuacién (1) con la ecuacion (3) y obtenemos:
h? +k? —4h+4k +8=h?+k®> -8h—12k +52
—4h+4k +8h+12k =52-8
4h+16k =44
dividiendo entre 4, h+4 4K =11 -mcmemmmmmmee (5)

repitiendo el procedimiento pero ahora con la ecuacion (4) y la ecuacion (5) ya
que representan un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas el cual podemos
resolver.
Multiplicando por 2 la ecuacion (5) y le sumamos la ecuacion (4):
2h+8k =22
—2h+4k =3
12k =25
-
12
sustituimos en la ecuacion (5) el valor de k:

25
h+4(=) =11
)

h +§:11
3
h=1l—§ _33-25
3 3
h>38
3
8 25
El centro de la circunferencia es el punto - —
3 12

El radio lo encontramos al sustituir en cualquiera de las primeras 3 ecuaciones;
con la ecuaciéon 1 nos queda:
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8 25
r2=(2-2)2 4 (—2-52)?
( 3) ( 12)
(6—8}2 (—24—25j2 (—2j2 (—49j2
3 12 3 12

_ 4, 2401 _ 64+ 2401
9 144 144

i :\/2465 _ 2465 ey
144 12

La ecuacion en su forma ordinaria es:

(x—=h)>+(y—-k)*=r?
J2465 jz

8., 25,
(X—g) +(Y—E) —( 1

(x—§)2 + (y_é)2 _ 2465 Forma Ordinaria
3 12 144

En su forma general:
, 16 64 . 25 625 2465

R A= Al
37 9 5° 144 144
144 +144y? ~ 768 — 600y +1024 + 625 2465 =0

144x* +144y* —-768x —600y -816 =0 | ———> Forma General

La grafica completa es la siguiente:
Y] :

C(4.6)

€(8/3.25/112)

A(2,-2)
figura 52

Esta no es la Unica forma de resolverlo, puedes buscar otra.
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8) Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos N(2,3) vy

M(6 , 7) y su centro esta sobre larecta 2x—-3y—-3 = 0.

Solucioén:
Tenemos que encontrar un punto sobre la recta 2x — 3y — 3 = 0 que se
encuentre a igual distancia tanto de N como de M vy sera el centro C (h, k).

Para graficar la recta nos fijamos en su pendiente y su ordenada al origen.

2
Para esto despejamos y de la ecuacion 2x —3y—3 =0,y tenemos y = FX- 1

2
donde su pendiente es m = 7 ysu ordenada al origenes b =-1.

2
Como b = -1, la recta corta al eje de las Y en =1 y como la pendiente es 7@

partir de (0, —1) avanzamos 3 unidades a la derecha y 2 unidades hacia arriba, y
llegamos al punto (3, 1) ; uniendo estos dos puntos tenemos la grafica de la recta,
también localizamos a los otros dos puntos por los que pasa. En esta grafica
podemos delinear la circunferencia que se nos pide, figura 53.

i
Y: M(6.7)

figura 53

Ahora tratemos de obtener el centro y el radio como sigue:

El centro C (h, k) debe satisfacer la ecuaciéon 2x — 3y — 3 = 0, es decir

2h-3k-3=0 (1)
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J2-h)* +(3-k)?
J(6—K)? +(7—Kk)?

distanciade C a N

distanciade C a M

estas deben de ser iguales, es decir:

J@=h)? +(B=k)? =/(6—h)? + (7 —k)?

elevando al cuadrado ambos lados podemos eliminar las raices cuadradas

realizando los binomios al cuadrado y reordenando la ecuacion tenemos

4—4h+h?>+9-6k +k*=36-12h+h?+49-14k +k?

13-4h+h* -6k +14k =85-12h+h* —14k +k*
—4h+12h -6k +14k =85-13=72
8h+8k =72

dividiendo entre 8

htk=9 )

la ecuacion (1) la podemos escribir como:

2h—-3k =3 (3)

las ecuaciones (2) y (3) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas,
gue podemos resolver por eliminacion.

Multiplicamos por 3 a la ecuacién (2) y el resultado lo sumamos con la ecuaciéon(3)

3h+3k =27
2h—-3k =3

sustituimos el valor de h en la ecuacion (2):
6+k=9
k=9-6
k=3

Entonces el centro de la circunferencia es C(6 , 3) Yy el radio es la distancia a
cualquiera de los dos puntos

r=yJ(6-27%+(3-3? = J&
r=4
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Ahora ya podemos graficar correctamente la circunferencia, ya que tiene centro en
(6, 3) y radio 4.

La ecuacion de la circunferencia en su forma ordinaria es:

(x—h)? +(y—k)* =r?
(x=6)*+(y—3)* =4
(x—6)*+(y—-3)* =16 — > Forma Ordinaria

su forma general, desarrollando los binomios al cuadrado:

X —12x+36+Yy* -6y +9=16
X +y>—12x-6y+45-16=0
x> +y? -12x -6y +29 =0——> Forma General

®<

M(6.7)

1

figura 54

9) Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el origen y es tangente a la
recta 3x+4y+25 =0 enelpunto (-7,-1).

Primero debemos estar seguros de que el punto (— 7, — 1) esta sobre la recta, asi
es que sustituimos en la ecuacion dada:

3(-7)+4(-1)+25=0
—21-4+25=0

Entonces si satisface la ecuacion de la recta; ahora graficamos la recta para
darnos una idea de por donde se encuentra la circunferencia:
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3 25
Al despejar a y de la ecuacion 3x+ 4y +25 =0,tenemos y= - R
3
Entonces m = - 7Y b=- e localizamos a b sobre el plano y como ya

comprobamos que (-7 , —1) esta sobre la recta, simplemente los unimos y ya
tenemos la gréafica de la linea recta, con estos datos ya nos podemos dar una idea
de como debe de ser la gréafica de la circunferencia y asi podremos checar si el
resultado que nos de es correcto.

Como nos dan una recta tangente en un punto, el radio de la circunferencia que
une al centro con el punto que debe ser perpendicular a la recta dada, por lo que
podemos obtener la ecuacion de este radio.

3
Silarecta 3x + 4y + 25 =0 tiene pendiente m = - 7 la recta perpendicular debe

4
obtener pendiente mP = 3 Y pasapor el punto (-7, — 1), por lo que su ecuacion

la obtenemos usando la ecuacion de larecta y—y, =m(x—x,)

sustituimos los valores y realizamos el algebra:
4

y—-(-1) =§(X—(—7))

3(y+1) =4(x+7)
3(y+1) = 4(x +7)

3y+3=4x+28

0=4x-3y-3+28
0=4x-3y+25-————————— @

La ecuacion de la recta perpendicular es 4x — 3y + 25 = 0, esta recta contiene al
centro (h, k) de la circunferencia.

Nuestro problema ahora es encontrar la ecuacién de la circunferencia que pasa
por el origen (0, 0) y por el punto (- 7, —1), y cuyo centro se encuentra sobre la
recta 4x — 3y + 25 = 0, que se puede resolver de la misma forma que el problema
anterior.

Igualamos la distancia de (0, 0) a (h, k) con la distanciade (—7,-1)a (h, k);
y sustituimos (h , k) en la ecuacién de la recta perpendicular ( ecuacion 1),

graficamente es lo siguiente:
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-

90°

m = -3/4

figura 31

Realizando algebraicamente lo anterior tenemos:

JO=h)? +(0—k)? = /(=7 —h)? + (~1-k)?
eliminando las raices tenemos
h?+k?=49+14h+h*+ 1+ 2k + k?

cancelamos h?* y k* de ambos lados y ordenamos la ecuacion
0 =50 + 14h + 2k

14h + 2k = -50
dividiendo entre dos 7h + k=—25....urue (2
sustituyendo el centro (h, k) en la ecuacion (1) tenemos:
4h—-3k +25=0 0
4h-3k=-25-—————————— (3)

las ecuaciones (2) y (3) forman un sistema de ecuaciones que podemos resolver
por eliminacion,
multiplicamos por 3 la ecuacion (2) vy el resultado lo sumamos con la ecuacion (3):
21h+3k =-75
4h -3k =-25

25h = -100
h = —-100/25
h=-4

sustituimos el valor de h en la ecuacion (2):
7(-4) +k=-25
-28 + k=-25
k=-25+28
k=3
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el centro de la circunferencia es (-4, 3) ; ahora el radio lo obtendremos al calcular
la distancia al origen (0, 0) o al punto (- 7, — 1) que son los puntos por los que
pasa, por mayor facilidad usamos el origen.

r=J(-4)2+3 = J16+9 = 25

r=>5
La ecuacion ordinaria de la circunferencia es :

(x=h)?+(y-k)?=r°

(x=(-4))* +(y-3)* =5
(x+4)*+(y-3)°=25

en su forma general simplemente desarrollamos los binomios al cuadrado;

X* +8x+16+Yy*—6y+9=25
X +y?+8x—6y+25-15=0
X +y>+8x-6y=0

Ahora si ya podemos trazar la circunferencia con mayor precision ya que
conocemaos su centro y su radio.

(%34

20°

figura 56

Trata de resolverlo de otra forma usando el concepto de mediatriz.
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EJERCICIOS 4.9

1. Hallar la ecuacion en forma ordinaria y en forma general de la circunferencia si
su centro es el punto C (3, -1) y pasa por el punto P (-2, 1).

2. Obtener la ecuacion en forma ordinaria y en forma general de la circunferencia
cuyo diametro es el segmento que une los puntos P(5,-1) y M(-1, 7).

3. Obtener la ecuacién de la circunferencia con centro en (2 , —=5) y que es
tangente alarecta x—2y—-2 = 0.

4. Encuentra el perimetro de la circunferencia y el area que encierra. Si la
ecuacion de la circunferencia es x? +y* + 12x — 10y — 15 = 0.

5. Comprueba grafica y algebraicamente si el punto A(4 , —2) es exterior, interior
o pertenece a la circunferencia cuya ecuacién es x° +y? + 2x — 16y + 10 = 0,

6. Hallar la ecuacion en forma ordinaria y general de la circunferencia que pasa
por los puntos A(3,7) y B(-3,-3) ycuyoradioes r=4.

7. Encuentra la ecuacion en forma general de la circunferencia con radio r=7y
que es concéntrica a la circunferencia x* +y*+ 8x + 10y —5=0.

8. Obtener la ecuacion de la recta tangente en el punto T(7 , 5) de la
circunferencia cuya ecuacién es x> +y*—8x —4y +2=0.

9. Hallar la ecuacion en forma general de la circunferencia que es tangente a la
recta x—4y +12 =0 enelpunto (8, 5)y de radio 3.

10. Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos N(-2 , 3)
y M(1,-4) y sucentro esta sobre larecta 2x—-y—-2 = 0.

11. Hallar la ecuacion en forma general de la circunferencia que pasa por los
puntos A(-3,7), B(3,-1) y C(4,6).
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AUTOEVALUACION

Con esta evaluacion verificaras si realmente has adquirido los conocimientos
gue se te han expuesto a lo largo de esta unidad y si has logrado los objetivos
propuestos al principio de ésta. Para hacer esta evaluacion, y los resultados que
obtengas sean verdaderamente lo que aprendiste, es necesario que la resuelvas
sin consultar el texto durante la solucion, pero si te recomendamos que tengas tu
formulario que puedes consultar.

1) Una elipse tiene por ecuacién 4x* + 3y? — 36 = 0, escribir la ecuacién en forma
ordinaria y hallar las coordenadas de su centro, de sus vértices, extremos del
eje menor, focos; las longitudes de sus ejes, de su ancho focal o lado recto, su
excentricidad y trazar su grafica.

2) Obtener la ecuacion en forma general de la elipse con centro en el origen, un
vértice en (-4 , 0) y pasa por el punto (-2 , -2).

3) Una elipse tiene por ecuaciéon 5x* + 16y> — 60x + 64y + 164 = 0, escribir la
ecuacion en forma ordinaria y hallar las coordenadas de su centro, de sus
vértices, extremos del eje menor, focos; las longitudes de sus ejes, de su
ancho focal o lado recto, su excentricidad y trazar su gréfica.

4) Obtener la ecuacion en forma general de la elipse con un vértice en (-6 , 2) y
focosen (-4,2) y (2, 2).

5) Encuentra la ecuacion de la circunferencia en la forma general, si su centro es
C(2,-5) ysuradio r=4.

6) Obtener la ecuacion de la circunferencia en la forma general, si su radio es r =
2 y es conceéntrica a la circunferencia cuya ecuacion es:

x> +y?+6x—14y +35=0

7) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia con ecuacién x* +

y>—6y—16 =0 enelpunto (4, 6).

ESCALA:

Para considerar si has aprendido el principal propésito de esta unidad, es
necesario que resuelvas correctamente las preguntas 1, 2, 4, 5y 6. Si resuelves
también la 3 entonces vas avanzando muy bien, pero si también resuelves la 7,
iFELICIDADES!, tienes mucho futuro. Si resuelves menos de 4 preguntas, tienes
que estudiar con mayor conciencia el folleto y hacer todos sus ejercicios.
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SOLUCION DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIOS 4.2

1) C(-2, -1),
Semieje mayor, a = 6,
- Semieje menor, b = 2,
- Fi1(3.66,-1) y F,(-7.66, -1)
- V1(4! _1) y V2(_8! _1)
- Bi(-2,1) y Bx(-2,-3)

- LR.=1.33 5
.~ e=0.94
-4
2) ) -5
"t
. 2) C(-2, -1),
] T Semieje mayor, a = 4
2 - Semieje menor, b =1
- S I . Fi(6.87, 2) y Fo(-0.87,2)
. - Vi(7, 2) y Va(-1, 2)
. — 1 2 3 4 4 ¢4 7 4 - Bi(3,3) y B3, 1)
. - LR.=05
. - =097
T
_— 3 —
3) CO.0) 2
Semieje mayor, a=5 1 AN
- Semieje menor, b =3 x
- Fi(-4,0) y Fy(4,0) B B - P L COgd 3 03 4 £
- Vi(-5,0) y V2(5,0) ~ 2
- Bl(O, 3) Yy Bz(O, —3) [~ i | L
- LR.=12 :
- =038 y
v 4) C(0, 0)
] i ] - Semieje mayor, a = /12 =
i 3.464
/ * \ x - Semieje menor, b =3
b b BB 2 tcpod 2 4/ 4 4 ¢ - Fi(-1.732,0) y Fx(1.732, 0)
N : i \élgo-sé;m, B?)(Oy \é§(3.464, 0)
= - 1Y, y b2V, -
R - LR.=1732

e=0.5
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iny

s
Ry

| oy

T N

5) C(0, -3)
- Semieje mayor, a==6
- Semieje menor, b = 2.236 ?p -
- Fy(-5568,—3) y F2(5.568, 0)
- Vl( _6! - 3) y V2(6! - 3)
- By(0,-0.764) y By(0, -5.236)
- L.R.=1.667
- e=0.93
2 2
6) — + -1
25 2
.; 2
L—1 e | = o
-] - s
5 [=4|-p Ej 1
2 2
8) (x+3) +(y+2) 1
25 9
5 T,
[ —] —1 X
Bl -R1-p |-l 2 |
SRR RE i !
EREBEEe
2 _9)2 '?
10) (x+1) +(y 2) 1 M
16 7 I
o 4
» z,-::i
S 7
A T —“' r
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EJERCICIOS 4.3

l)a)C(2,-1) :
b) a=6, b=2
c) Vi(2,5), Va(2,-7) S X

5 4B

d) B1(0, -1), Bx(4 , -1)
e) Fi(2,4.65), Fz(2,-6.65)
f) LR = 1.333

g) e=0.94

2)a) C(-3,2) )
by a=7, b=3 ’
c) Vi(-3,9), Vz(-3,-5)
d) Bi(-6, 2), B»(0, 2) )
e) F1(-3,8.32), Fp(-3,-432) " =° & & 7 T ¢
f) LR = 2.57 -
g) e=0.9 )

3)a) C(0, 0)
b) a=6, b=4
c) V1(0, 6) , V2(0, —6)
d) By(—4,0), Bx(4, 0)
e) F1(0, +/20), F2(0,—-+/20)
f) LR = 5.333
g) e=0.745 )

4) a) C(0, 0)
b) a=5, b=2
c) V1(0, 5), V,(0,-5) 7 6 5 43 b
d) By(=2, 0, Bx(2, 0)
e) F1(0, v/21), Fx(0,—+/21)
f)LR=16
g) e=0.916
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7
5
5) a) C(0, 0) 2
b) a=4, b= 412 =3.46 if\
) Vi(2, 4) , V(2 , —4) N A
-5 -4 -3 -21-1 _1123456789
d) By(=1.46 , 0) , B(5.46 , 0) ;/
e)Fi(2,2), Fs(2,-2) 5

HNLR=6 5
7
g e=0.5
2 2 2 2 Y 2
6) .Y 7) LA A 8) (x—-4) +(y+2) 1
2 25 . 16 36 4 16
¥ . Lo
2 -1
s
-7 -5-5-#4-3-2-1 5 6 7
A -
2 Y 2 2
o (L (y-2)' _, 1oy OO (ya)
25 36 16 25

9 v 3

¥
2
7
6
5
4
3
+ |2
g %

~8-7-6'5-4-3-2-1 | 1 2 3/4568
-2
-3
-4

=5
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EJERCICIOS 4.4
1) a) C(0, 0)
b) a=5, b=3
) Vi(=5,0), Va(5, 0)
d) B1(0, 3), Bx(0, -3)

A

&) Fi(~4, 0), Fo4 , 0) /
)LR=3.6 Y
g) e=0© \—2

2) a) C(0, 0)
b) a=+7, b=+2
C) Vi(=2.64 , 0), V(2.64 , 0)
d) By(0, 1.41) , Bo(0 , —1.41)

CEEGRNEE
B

€) Fy(-2.23 ,0), F2(2.23,0) seslad |12/ s

fLR=1.51
g) e=0.845

3) a)C(0, 0)
b) a= 13, b=2
c) V1(0, 3.6), V(0 ,—3.6)

ok WS

d) Bi(=2,0), B2(2, 0)
e) Fl(o ’ 3) ’ FZ(O ’ _3)

5 -4 -3 -

-1 1 2

3 4 5

f)LR =2.21
g) e=0.83
4) a) C(0,0)
b) a=7, b=5
c) Va(=7,0), V(7 ,0)
d) B1(0, 5) , B2(0, -5) 8
e) F1(-4.89 , 0), F»(4.89, 0)
f)LR = 7.14

g) e=0.69

6 -4 -2

/
A SaE

2 4 6] 8
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5
5) a) C(3,-2) i
b) a=6, b=2 3 /\
C) V1(3 ) 4) ) V2(3 ) _8) : i
B=2-0 f41 2 34 6 7
d) B(1, -2) , Bo(5 , -2) HE
e) F1(3, 3.65) , F»(3 , —7.65) :
fLR = 1.33 ¥
g) e=0.94 j;

6) a) C(4, 0)
b) a=4.24, b=1.73
C) V1(=0.24 , 0), V»(8.24 , 0)

-9
5
5
4
3
Z
d) B4(4, 1.73) , By(4 , -1.73) m X

e) F1(0.13,0), F»(7.87,0)

f)LR = 1.4142 _3
-4
g) e=0.91 .
-fA
v Z
7) a) C(3, -4) 1 i
b) a=3.46, b=3 3-2-1 | 1234567889

C) V1(-0.46 , —4) , V2(6.46 , —4)
d) B1(3,-1), Bx3,-7)
e) F1(1.267 , —4), F(4.73,-4)

f) LR = 2.598
g) e=05 -9
=10
A
8) a)C(-3,1)

Horow B

b)a=3, b=2236

C) Va(=6, 1), V(0 1) m
d) Bi(-3,3.236) , Bo(-3 , ~1.236) 557 63 2.7 | 4 2
e)Fi(-5,1), Fa(-1,1) .
f) LR = 3.333 .

-5
9) e=3 ¥




9) a) C(1.5,-0.5)
b) a=3, b=2
c) V1(1.5, 2.5), V,(1.5,-3.5)
d) B1(-0.5, -0.5) , Bx(3.5, -0.5)
e) F1(1.5,1.736) , F,(1.5,-2.736)
f) LR = 2.666
g) e=0.745

10) a) (=2, 1)
b) a=4, b=3
) Va(=2,5), Va(=2,-3)
d)Bi(1,1),B2(-5,1)
e) Fi(-2, 3.645) , Fy(-2,-1.645)
LR=45
g) e=0.66

11) a) C(4, 2)
b) a=4, b=3.46
) Vi(4, 6), Va4, -2)
d) By(0.5, 2) , Bx(7.46 , 2)

307

-4

-5 -2 -1 1+2

[ ol . N ¥ U - ¥ o B o B N |

e) Fl(4 ’ 4) ’ F2(4 ’ 0) 1
fILR=6
g e=0.5

12) a) C(3,0)
b) a=3.6645 , b =2.798
c) Vi(3, 3.66) , V,(3,-3.66)
d) B1(0.2, 0), Bx(5.79, 0)
e) Fi(3,2.3654) , F,(3,-2.3654)
f) LR = 4.275
g) e=0.645

R BN
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EJERCICIOS 4.5

. a) 9x*+5y°—45=0 b) 21x% + 9y? — 225 =0
c) 16x* + 25y° — 400 = 0 d) 9x° + 4y* — 144 =0
e) 16x° +27y*—576 =0 f) 4x* +y?* =52 =0
g) 25x°+9y? +100x — 72y +19=0 h)3x*+ 7y’ —12x+ 42y + 54 =0
) 4x*+3y?+8x+12y—-32=0 j) 25x2 + 9y + 150x — 36y + 36 = 0
k) 9x* + 5y + 72x— 10y + 31 =0 ) 9x% + 25y* — 54x — 200y + 256 = 0

m)x>+y>—2x—6y—6=0

. 1)

2)

3)

2 2
;‘—5+VE= 1: C(0,0); a=6y b=3:Vi(=6,0), Va(6 , 0): B1(0, 3), Bo(0 ,— 3):

F1(=5.19 , 0), F»(5.19 , 0); LR = 8/5; e = 0.866

2 2

F+¥=1 C0.0); a=2y b=1732 Va2, 0), Va(2, 0): B0, 1.73)

Bo(0 — 1.73); F1(=1, 0), Fx(1,0); LR=3; e=0.5

X2

E+ y?=1; C(0,0); a=4 y b=1;Vi(-4,0), Va(4, 0); B1(0, 1), B2(0 ,— 1)

F1(-3.87, 0), F»(3.87,0); LR=0.5; e =0.968

2

4) ¥2 + y7: 1; C(0,0); a=1.414 y b=1;Vi(0, 1.41), V(0 , —1.41);

5)

6)

7

8)

Bi(-1,0), Bo(L, 0); F4(0, 1), Fo(0, -1); LR = 1.414; e=0.7

X2 yZ

g1 C0,0) a=447 y b=387,Vi(0,4.47), Va(0 ,~4.47)

B.(3.87 , 0), Bo(-3.87 ,0); F1(0, 2.23), Fo(0, -2.23); LR=6.7; = 0.5
2 1\2

(”15) +(y251) =1;C(-5,1); a=5y b=1; Vi(-5, 6), Vo(-5 , —4);

Bi(=6, 1), Bo(—4, 1); F1(~5, 5.89), F»(-5 , —3.89); LR =0.4; e =0.97

2 _2)2
(XIGS) +(y643) =1:C(-5,3); a=8 y b=4:Vi(-5, 11), Vo(=5 , =5);

B1(-9, 3), Ba(=1, 3); F1(-5, 9.9), Fo(-5,-3.9); LR=4; e=0.86

2 2
%+(y1+61) =1; C(0,-1); a=4y b=2.23; Vi(0, 3), V2(0, -5);
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By(=2, —1), Ba(2,—1); F1(0, 2.31), F»(0 , —4.31); LR =2.5; e = 0.829

(x—4)? y*_ . o . .
ot =L C(4,0; a=412y b=3; Vi(-012,0), Vx(8.12, 0);

By(4, 3), Ba(4,-3):; F1(1.17, 0), F»(6.82, 0); LR = 4.36; e = 0.685

10) La ecuacion no representa a una elipse ni a otra curva.

9)

11) (X—63)2 + (yzz)z =1;C([3,-2); a=3y b=2.449;V,3,1), V2(3,-5);

B.(0.55 , —2), By(5.44 ,—2): F1(3,—-0.26), F2(3, -3.73); LR = 4; e = 0.57
(x=7) s 4y +3)
9 27
Bi(7 , -0.41), By(7 ,-5.59): F1(5.5 , -3), F»(8.5,-3): LR=4.5; ¢=0.5

12) =1; C(7,-3); a=3 y b=2.59; Vi(4, -3), Vo(10 , =3);

EJERCICIOS 4.7

1) X+ (y-3)°=36 2) (x=7)2+y?=15  3)(x+2)*+(y-4)°=9
e Y; Yj
s 5
7 5
5 5
z T -k
13 4|4 2345867 8910011213 3
2 2
1 o -3 U
—4 1
7654321 | 1234467 g A
Kj/é -6 5 -5 4 -3 -2 -1 1 2
_ -7 1
-4
4) (x-5)2+(y+3)2=25 5) (x+9)%+ y2=4 6) (x+3)%+ (y+1)?2=10
\(; Y; k' 4
1 X E i
4 2
a1 3 1
2
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7) X2+ y2=16 8) [x—gj +[y—9 =20 9) (x—=2)%+(y-5)%=25

Yll

=W A ou W o WD
+

-2 -1 2 345 6 7 8/9 10
_2 %
-3

e 43-2-1]12345678
-a

10) (x+4)%+(y=2)2=13 11)(x+1)%+(y=2)2=17 12)(x+2)°+(y+2)?=52

‘r'? 5 Y

6 7
5
4
3
+ 2
1

7654 -3-2-1 |

-9 -8 -y~-6 -5 -4 -3 -2--1 \x
-2

1Y 3V 34
13) (x=5)%+ y2=10 14) | x+=| +|y-2| =22
) (x=5)7+y )( 2] (y Zj :
N & v a
5 6
4 5
3
. 3
1 % 5
Bl _f_ 3 4 5 6 7 S 1011 1 3
:i —6—5—4—3—2—1/_1%2345
—4 -2
-5 _3
—f —d

EJERCICIOS 4.7.1

1. Circunferencia 2. No tiene representacion gréfica

3. Punto 4. Punto

5. No tiene representacion gréafica 6. Punto
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7. Circunferencia 8. Circunferencia

9. No tiene representacion gréafica 10. Circunferencia

EJERCICIOS 4.8

1) ¥ + vy =4 X +y*—4=0 2) X* + Y =16 ; x¥* +y* -16=0

3) x=3 +y*=9; x¥*+y*—6x =0 4) x* +(y-2)2 =25; x¥*+y*—4y—-21=0
5) x> +(y+7)> =30 ; x*+y*+14y+19=0

6) (x+2)°+ (y=5)> =15 ; x*+y?+4x —10y+14=0

7) (x=3)*+ (y+5)? =17 ; x*+y?*-6x +10y+17=0

5 2 102 2 2
8) (x—§) + (y+?) =25 ; 9x“+9y“-30x +60y —100=0

5
9) (x—§)2+(y+4)2 =81; 4x°+4y* +4x +32y —259=0

2 2 25 2 2
10) (x+ 1)+ (y+3) =5 Ox“+9y“+ 18x +54y+65=0
EJERCICIO 4.8.2
1) C(0,0); r=+49 =7 2) C(0,0); r=+34
v 10 .10
& &
6
4 4
2z % 2 =
10-81-6 -4 -2 _22 4 6] & 1C 10 -8 -§ -4 -2 _22 4 & 1C
—4 —4
-6 =
—& &
=10 =10
3) CB,-4); r=5 4) C(-1,-4); r=+/54
Y v &
® 4
-3 -2 - _]EL 2 3 4 5 6 & 9 2 %

-2
-3
-4 +
-5
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5) C(5,-6); r=+91 6) C(-6,3); r=7

Yb Y14
12

4
{_\ . 10
8

5 4 -2 _22 4 6 & 101244 16 1¢

6
-4
I
®

16 -1 -5 | -4 o 4
—4
-5
-&
=10
7) C(10,4); r=4 8) C(-5,-1); r:% 9) C(-4,1); r=4
v 14 =]
12 5
10 4
& 3
6 2
4 + l}(
2 X 1
_22 4 & & 10 12 14 16 18 :2
-4 -3
-5 -5 —4

5
10) C[E

-2 -2 -1
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EJERCICIOS 4.9

1.

Ordinaria (x —3)? + (y + 1)>=29 ; General x*+y*—6x+2y—19=0

Ordinaria (x—2)*+(y—3)>=25; General X* +y*—4x—6y—-12=0

Ordinaria (x—2)?+ (y—3)>=25: General X* +y*—4x—6y—-12=0

Perimetro = 2476 w; Area = 767.

El punto esta fuera de la circunferencia

ya que el radio de la circunferencia es 10
7.4y d(AC) = 11.18. 8
&5
Su gréfica quedaria asi: .
2 s
10 -8 -6 -4 -2 22 i 65 & 1C

Dos soluciones:
1) Ordinaria (x—1)*>+(y—2)>=20; General x*+y*—-x—-4y—15=0
2) Ordinaria (x + 1)°+ (y—8)?=25; General x> +y*+2x—16y—-45=0

X*+y?+8x+10y+40=0

X+y—-12=0

Dos soluciones:

1) Ordinaria (x—1)*>+ (y—16)>=74; General x*+y*—2x—32y+183=0
2) Ordinaria (x —15)*+ (y—6)>=74; General x* +y*—30x— 12y +187=0

10. xX*+y?—6x+8y—-49=0

11. x* +y? — 6y —16=0
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SOLUCION DE LA AUTOEVALUACION

2 2

X_+y_:1
9 12
a=+12 , b=3

Vi(0, V12), Vo0, -v12)
Bi(-3,0), B3, 0)

F1(0, v/3), Fa(0, —+/3)
LR=+27 e=%

2. x*+3y* —16 =0

3 (x-6)* +(y+2)2 _1
16 5
C(6,-2) a=4, b=45
V1(10, —2), Va(2,-2)
B1(6, 0.23) , Bo(6 , —4.23)
F1(9.31,-2), F»(2.68,-2)
LR=5/2 e= 0.829

4. 16x* + 25y* + 32x — 100y — 284 = 0

5. Ecuacion ordinaria (x—2)+(y+5)?=16
Ecuacién general X2 +y? —4x+10y+13=0

6. Ecuacion ordinaria (x+3P°+(y-7)%=4
Ecuacion general X2 +y? +6x—14y +54 =0

7. Ecuacion de la tangente 4x—-3y—-34=0
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REACTIVOS DE LA UNIDAD 4: ELIPSE, CIRCUNFERENCIA Y SUS
ECUACIONES CARTESIANAS

Para complementar tu estudio sobre esta unidad debes de resolver los siguientes
reactivos ya que tu examen extraordinario puede estar formado con preguntas
muy parecidas a las que te presentamos a continuacion.

Cada reactivo tiene asignada una letra que corresponde a su clasificacion segun
el grado de dificultad, F: facil, R: regular y D: dificil.

Te recomendamos que los clasificados como D los dejes al final y si es necesario
pide ayuda a algun profesor, esperamos no tengas mayor problema con los
ejercicios marcados con R y menos con los F.

ELIPSE

1(F).- Laecuacion de la elipse horizontal con centro en el origen es de la

forma:
X2 yz _ X2 yz _ yz x2 _

a) ?—b—z—l b) b—2+¥——1 C) b—2+?——1
y2 XZ B X2 y2 B

Vo~ =t 9wttt

2(F).- La ecuacion de la elipse vertical con centro en el origen es de la forma:

X2 y2 _ X2 2 B X2 y2 B
a) ?—b—z—l b) ¥+b7__1 C) F+¥—1
y2 XZ B XZ y2 B
d - — =1 e -+ L =1
) b? a’ ) a b

3( F).- Encuentra la ecuacion que corresponde a una elipse.

2) (x+8)" (y-1) 1 b) (x=2) (y=9) _4
8 4 2 8
C)(x+4)3+(y—7)3:1 d)(x+6)2+(y+10)2:1
16 25 25 64
) (x+2) (y+1) 1
9 16

4( F).- ¢ Cuél de las siguientes ecuaciones tiene como grafica una elipse?.
AX2=2y?—4x+4y+4=0 b)2x%+y?-8x-2y+7=0

C)5x2+2y?+4xy=0 d)2x%+8x+2y+7=0
e)x +3y?—2y+6x-1=0
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5( F).- Encuentra la ecuacién que no corresponde a una elipse.

a) (x+2)2+(y—1)2 1 b) (x+6)2+(y+8)2 1
9 4 25 9

0) (x=7)" _(y-2)’ 1 d) (x—9)2+(y+1)2 1
6 2 4 9

o) (x+2)2+(y+1)2=1
2 6

6( F).- Cudl de las siguientes ecuaciones no tiene como grafica una elipse

a)x?+2y?-4=0 b)2x2+7y?-4=0 C)4x?+2y?+8x-4=0
d)—4x2-2y*+16x-4y+10=0 e)4x’-y?-8x+2y+1=0

7(R).- Los focos de la elipse 3x* + 4y* = 12 son:

a) F1(0,1), F»(0,-1) b) F1(1,0), F2(0,1)
c) F1(1,0), F2(1,0) d) Fi(1,0), F2(-1,0)
e) F1(0,1), F2(~1,0)

8(R).- Los focos de laelipse 25x* + 16y*> =400 son:
a) F,(0,1), F2(0,-1) b) F1(0,3), F2(0,-3)

c) F,(3,0), F2(-3,0) d Fi(1,0), F2(-1,0)
e) F,(0,2), F,(0,-2)

9(R).- Los vértices de la elipse  9x* + 25y* =225 son:

a) V1(0,5), V»(0,-5) b) Vi1(3,0), V2(-3,0)
c) Vi(5,0), V2(-5,0) d Vi1(4,0), Vo2(-4,0)
e) V1(0,4),V2(0,—4)

10(R).- Los vértices de la elipse 3x*+ 4y* = 192 son:

a) Vi1(8,0), V2(-8,0) b) Vi(2,0), V2(-2,0)
C) V1(012)1V2(_2!0) d) V1(7,0),V2(—7,0)
e) V1(0,8),V2(0,—8)
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11(R).- Los extremos del lado recto de la elipse 25x* + 20y? = 100 son:
a) L;(125,1.8),R;(125,-18) , L,(-125,1.8),R,(-12.5,-1.8)

4 4 4 4
5 1),R1(E' 1), Lz(—ﬁv—l), Rz(ﬁa—l)

c) Li(4,18),Ri(4,-18), Loa(4, 18),Ra(~4 , -1.8)
d) Ly(125, 1.8),R; (125, -1.8) , L, (125 , -1.8) ,R, (12,5 , 1.8)

4,—1)7R1(45, 1), |—2(i

5 5 5

b) Li(-

1) Re( )

5

e) Li(

12(R).- Los extremos del lado recto de la elipse 3x*+ 4y* =12 son:

a) Li(4,1.8),Ri(4,-18), Ly(-4,1.8),Ry(-4,-18)
b) Li(1,15),Ri(1,-15), Lp(-1,15),R,(-1,-15)
¢) Li(4,18),Ri(~4, -1.8) , Lo(4,18),R,(~4,-1.8)
d Li(4,3),Ri(4,-3), La(-4,3),R(-4,-3)

e) Li(1,-15),Ri(1,15), Ly(-4,18),R,(-4,-1.8)

13(R).- Lalongitud del eje mayor de la elipse ;5 + é =1 es:
a) 5 b) 6 c) 9 d) 25 e) 10
X2 y2
14(R).- Lalongitud del eje menor de elipse —— + =~ =1 es:
289 225
a) 225 b) 289 c) 14 d) 30 e) 15

15(F) Encuentra la ecuacion que corresponde a una elipse con centroC(2,-1)

gy F2F (-1 py (=20 (y+1)
9 4 4 9

o (X+2) (=17, g -2F (=1
2 1 25 16

&) (x+2) +(y+1)2 1
9 16
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16(F) ¢, Cual de las siguientes ecuaciones corresponde a una elipse cuyo eje

mayor mide 8?

a)(x+8)2+(y—1)2:1 b)(x—2)2+(y—9)2:1
8 4 2 8

C)(x+4)2+(y—7)2:1 d)(x+6)2+(Y+10)2:1
16 25 25 64

o) (x+2)2+(y+1)2:1
9 16

17(F) Encuentra la ecuacién que tiene como grafica una elipse cuyo eje menor

mide 6.
gy F2F (-1 py (+6), (y+8)
9 4 25 9
o =7 (y=27 _; gy X9 (y+1)
6 2 4 9
o) (x+2)2+(y+1)2:1
2 6

18(F) ¢, Cual de las siguientes ecuaciones corresponde a una elipse y su eje focal

es una recta paralela al eje de las abscisas ( eje X)?.

) (X+8)Z+(y—1)2 1 b) (x—2)2+(y—9)2 _1
8 4 2 8

0 (x+4)2+(y—7)2=1 d) (x+6)2+(y+10)2=1
16 25 25 64

&) (x+2)2+(y+1)2:1
9 16

19(F) Cual de las siguientes ecuaciones corresponde a una elipse y su eje focal

es una recta paralela al eje de las ordenadas ( eje Y ).

a)(x+4)2+(y+7)2:1 b)(x—2)2+(y—9)2:1
8 4 2 10

C)(x+4)2+(y—7)2:1 d)(x+6)2+(Y+10)2:1
25 16 28 25

&) (x+2) +(y+1) 1

9 4
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20(R).- La ecuacion de la elipse con eje mayor paralelo al eje X, centro en
(2,1), a=5, b=3es:

a) (X+2)2 + (y+1)2 =1 b) (X_Z)Z _ (y_l)2 =1
25 9 9 25
R S g G2, 0D
9 25 25 9

o (20 =D

25 9

21(R).- La ecuacion de la elipse con el eje mayor paralelo al eje Y, centro

en C(-2,-3)y el valor de sus parametros a=13, b=12 es:

a) (x+2)? N (y+3)? (x+2)? . (y+3)°

=1 b) =1
144 169 169 144
2 2 2 2
0) (x+2)°  (y+3)" _ 1 d) (x+2)"  (y+3)" _ 1
169 144 144 169
_ 2 _2\2
o (20, (-9 _
144 169

22(R).- La ecuacién de la elipse con centro en el origen y cuyos focos estan

sobre el eje X, y lalongitud del eje mayor es 8 y la del eje menor 6 es:

2 2 2 2 2 2
a) 4+ =1 py Lo+ Y = o L o+ Y =1
36 64 16 9 9 16
2 2 2 2
g XY =3 ) = + Y =1
64 36 6 36

23(R).- La ecuacioén de la elipse con centro en el origen y cuyos focos estan

sobre el eje Y. La longitud del eje mayor es 12 y la del eje menor 10 es:

2 2 2 2 2 2

a) X_ + y_ =1 b) L + L =1 C) L + y =1
100 144 36 9 25 36
2 2 X2 yz

d —+-— =1 e) + —= =1
0 12 36 25

24(D).- La ecuacioén de la elipse con centro en el origen cuyo lado recto vale 12 y
los focos son los puntos A(-4,0) y B(4,0) es:
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N
N
N
N

2

2
) L+ Y -4 by = o+ Y =1 o =~ +X -4
36 16 64 48 1 36
2 2 2 2
d =+ Y - o) =+ ¥ o9
48 64 38 64

25(D).- La ecuacion de la elipse con centro en el origen cuya longitud del lado

recto vale 9 y los focos son los puntos A(0,3) y B(0,-3) es:

972 c) 36x*+ 27y* = 972
400

a) 25x°+ 16y° = 400 b) 27x* + 36y?
d) 25x* + 9y* = 225 e) 16x%+ 25y°

26(R).- La ecuacion de la elipse con centro en el origen y vértices en
V,6,0), V,(-6,0) v b =5 es:

2 2
a) L + L =1 b) L + L =1 C) X_ + y_ =1
25 36 36 25 6 5
2 2 2 2
d)x_+ y_ =1 e) X_+y_ =1
5 6 12 1

27(R).- La ecuacién de la elipse con centro en el origen y cuyos vértices son
V,(5,0),V,(-5,0) y b = 3 es:

2 2 2 2 2 2
) o+ Y = by L+ X =1 o =+ =1
25 9 10 6 9 25
2 2 2 2
d)X—+y—:l e) Yoy X o
25 11 25 36

_1\2 2
28(R).- 94) L(y+3)
con centro en C(4,-3), el eje mayor mide 6, el eje menor mide 4y su

=1 es la ecuacion en la forma ordinaria de la elipse

eje focal es paralelo al eje de las abscisas ( eje X ). Cual es la ecuacion

en la forma general de esta elipse.

a) X2 +y?—4x-2y-4=0 b)x2+y2-4=0 c)x’+y?+4=0
d) 4x?+9y?-32x+54y+109=0 e) x?+y?—4x-2y-14=0

29(R).- Hallar la ecuacién que tiene como grafica una elipse con centro C(2, - 1).
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a) x2+2y2—dx+4y+4=0 b) 2x*+y®-8x-2y+7=0
C) x*+2y’+4x—4y +4=0 d) 2x%+y"+ B+ 2y +7=0
e) 2¢ +y’-2y-1=0

30(R).- ¢Cuél de las siguientes ecuaciones corresponde a una elipse y su eje
mayor mide 4?

a) 9x%+4y?-36=0 b) 4x?+9y?-36=0 c) x?+2y?-2=0
d) x2+4y?-4=0 e) x2+4y?+4=0

31(R).- ¢ Cudl de las siguientes ecuaciones corresponde a una elipse cuyo eje
menor mide 27?

a) x2+2y’-4=0 b)2x?+y?-4=0 C) 4x%+2y?+8x-4=0
d) 4x2+2y?+16x—4y+10=0 e) 4x%+y?-8x+2y+1=0

32(D).- Considera la elipse que pasa por el punto P( 2, 10) y tiene como focos los
los puntos F1(2,4) y F, (10, 4). ¢, Cuanto mide el eje mayor de la elipse?.

a) 10 b) 11 c) 14 d) 16 e) 17

33(R).- Considera la elipse que cada uno de los lados rectos mide 2 y sus vértices
son los puntos V1 (-3,2)y V2 (15, 2). ¢ Cuanto mide el eje menor de

esta elipse?.
a) 3 b) 4 c) 6 d) 8 e)9

34(R).- La gréfica de la ecuacién 4x*+y® + 8x — 16y + 64 = 0 es:

a) un punto b) una elipse c) el conjunto vacio

d) una circunferencia €) un par de rectas
35(R).- La grafica de la ecuacién 2x*+ 3y?— 8x — 18y + 46 = 0 es:
a) un punto b) una elipse c) el conjunto vacio

d) una circunferencia e) una recta que pasa por el origen

36(R).- Los focos de la elipse 9x*+ 8y*+ 54x — 16y — 199 = 0 son:
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a) Fl(—3,3),F2(—3,—1) b) F1(210)1F2(01_2)
c) F1(0,2), F(2,0) d F3,-1), F(1,-3)
el F(1,3), F2(-3,-1)

37(R).- Los focos de la elipse 4x*+ 9y’— 8x + 18y + 12 = 0 son:

a) F1(-3,3), F2(-3,-1) b) Fl(f+1,1), Fz(f+1,—l)
c) F1(0,2), F(2,0) d Fi1(-3,-1), F2(3,-1)

6) Fl(l_f , —1), F2(1+f , —l)

38(F).- Sienlaecuacién Ax*+ Cy*+ Dx + Ey + F = 0 el valor del
D? E?

discriminante —— + —— — F es mayor que cero, la gréafica
4A 4C

de la ecuacion representa:
a) una circunferencia b) una elipse C) un punto

d) el conjunto vacio €) un par de rectas

39(F).- Sien laecuacién AxX*+ Cy*+ Dx + Ey + F = 0 el valor del

D? E’
discriminante —— + —— — F esigual a cero, la grafica
4A 4C

de la ecuacion representa:

a) una circunferencia b) una elipse C) un punto

d) el conjunto vacio e) un par de rectas

40(F).- Sien la ecuacién Ax*+ Cy*+ Dx + Ey + F = 0 el valor del

D? E?
discriminante —— + —— — F es menor que cero, la grafica de la
4A 4C
ecuacion representa:
a) una circunferencia b) una elipse C) un punto
d) el conjunto vacio e) un par de rectas
X2 y2
41(F) .- Elige la gréfica de la elipse cuya ecuacion es o + 9 =1
a) | T b) : c)
4 A 1

1 1 1
a4 Py 4 S KT B 8 0 1192 1 1

)
|1
t
[~
&

LN
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43(F) .- Una elipse con ecuacion XT + % = 1 tiene por grafica a:

a)

a b) . c)
y 3 3
s 3
12
12 1
/ 11 \ / 2 \ / l 1
1 4 2 A1 I
¢ Tk i 311" h 1 i I\\\ 1 |
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44(F) .- Una elipse con ecuacion

a)

d)

45(R) .- Una elipse con ecuacion

a)

b)
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_1\2 2
46(F) .- Una elipse con ecuacion (x 11) + (y;Z) = 1 tiene por gréfica a:

a) AREEEEEE u . © EREN
I . j -

T T 1 M

[ \ i/ill

d)

47(F).- La gréfica de una elipse es

Xy
a) —+2-=1 b) — +
) =+ )

2 2 2 2
mx+%=1 e) =+ =1

48(F) - La elipse . . . fiene por ecuacion:
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2 2 2 2 2 2
a)x_+y_:]_ b)x_+y_:1 C)X_+y_:
7 4 14 8 49 16
2 2 2 2
d)x_+y_:]_ e)x_+y_:1
4 7 16 9

o D =Y gy D, 03
36 4 36 4

I N VR PGSR N (e
4 36 4 36

2 2
=D, (y+3 _
12 8

e)

50(R).- ¢Cuél es la ecuacién de la siguiente elipse?

¥

S S b O 03
36 4 36 4

o DL Y S N i S
4 36 4 36

o OO0 03

12 8
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CIRCUNFERENCIA

51(R).- La forma ordinaria o canonica de la ecuacion de la circunferencia con

centroenel punto C(h,k) yradio r es:

a) (x+h)*+ (y+k)>=1r? by ¥*+y?>-r = 0 c) X2+y? = r?

d) (x-h)® + (y-k? = r? e) AX’ + Cy’+Dx+ Ey+F =0
52(F).- La forma general de la ecuacién de una circunferencia es:

a)x’+ y* = r? b) AX*+Cy*+Dx+Ey+F=0 c) (x-h?+ (y-k)? = r?
d)x®>+y> +xy +c=0 e) (x+h)? + (y+k)? = r?

53(F).- La ecuacion de la circunferencia con centro en A(0,0) y radio r es:

a) x—h’+ (y-k?=r b) X+ y*= 0 c) X*+y* = 25
d) A+ Cy*’+Dx+Ey+F=0 ) x>+ y*= r?

54(F).- La ecuacion general de la circunferencia con centro en A(5,0) y radio 2 es:
2 2 2 2 —
a) xX+y —-10x + 25 =0 b) x*+ y" = 5x + 21 =0

c) X+ y* —10x + 21 =0 d) ¥+ y*+5x + 25 = 0
e) X+ y* —5x +25=0

55(F).- La ecuacion general de la circunferencia con centro en A(1,2) y radio 5 es:
a) X+ y - 10x +4y +25=0 b) X+ y* —2x — 4y — 20 = O
c) X*+y> —10x — 4y + 20 = 0 d) X+ y?+10x + 4y+ 25 = 0

e) X°+ V3 + 4x + dy+ 25 = 0

56(F).- La ecuacion general de la circunferencia con centro en A(-3, 5) y radio 3

es:
a) X+ 7y’ - 6x+ 10y - 25 = 0 b) X2+ y2 + 6x — 10y + 25 = O
c) X’+y*—3x + 5y + 25 = 0 d) x2+ y?+3x — 5y— 25 = 0

e) X*+y* =9
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57(F).- La ecuacion general de la circunferencia con centro en A(-4 , -3) y radio

\/EGSZ
a) X+ y> —4x -3y +10 = 0 b) X+ y> —8x— 6y + 35 = 0
c) X*+y —4x - 3y+25=0 d) x+ y?+4x + 3y+ 35 = 0
e) xX*+ y*+ 8x + 6y+ 15 = 0

58(F).- Para encontrar la ecuacion de la circunferencia con dos puntos como

extremos de uno de sus diametros hay que encontrar:

a) Larectatangente y el punto medio b) EIl punto medio
El diametro y dividirlo entre dos d) El punto medio y el radio

c)
Las coordenadas del punto medio

e)

59(R).- La ecuacion de la circunferencia con los puntos A0, 0) y B(6,0) como

extremos de un didmetro es:
a) X*+y —-6x=0 b) * +y*  —6x +5=0 c) X* +y’+6x =0
e) X +y" —-6x+3y+5=0

d x* + yY+6x -5=0

60(R).- La ecuacién en forma ordinaria o candnica de la circunferencia con los
puntos A(3,-1) yB(5,7) como extremos de uno de sus didmetros es:

68

b) (x—=5)*+ (y—7)°
17

a) x+3)°+ (y—1)° = 68
c) ¥ +y*—17 = 0 d) (x—4)? + (y — 3)?

e) (x—1+ (y—4) =34

61(R).- La ecuacion de la circunferencia que tiene el centroen A(4,-1)y
pasa por el punto B(0, 0) es:

a) *+y* -8 +2y=0 b) xX*+ y? — 8x + 2y — 24 = 0
c) X’+y* -8 + 2y +5=0 d x¥*—y*—8x +2y—1=0
e) X+ y'+8x —-2y=0

62(R).- La ecuaciéon general de la circunferencia que tiene el centroen A(4,-1)
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y pasa por el punto B(-1, 3) es:

a) X*+y* -8 +2y=0 b) X+ y? —8x+2y —24 =0
c) *+y -8 + 2y+5=0 d) X¥*— y?—8x + 2y— 1 = 0
e) X+ y?+8x -2y =0

63(R).- La ecuacién de la circunferencia que tiene el centroen A(-4,1)y

pasa por el punto B(6,-5) es:
a) X+ y> +8x - 2y—-119= 0 b) X+ y> —4x +y — 136 = 0
c) X*+y* -8 + 2y +119 = 0 d) X+ y?—12x + 10y— 75 = 0

e) X+ y'+4x —y-64=0

64(F).- La ecuacion de la circunferencia de la siguiente figura es:

7
. a) x+2°+ (y-47 =5
S ; 2 31 18919 b) (X—4)2+ (y+2)2 = 25

[T \

3 c) x—2)% + (y+4)% = 25
| / d) (x+ 42+ (y-2)> = 5

WHEE e) x=2°+ (y-4)7° =45

a0

65(F).- La ecuacion de la circunferencia de la siguiente figura es:

a) X+ y> + 10x —6y+ 18 = 0

b) ¥*+ y* + 5x —3y+16 = 0

I
o

c) X*+ y* — 5x +3y—16

A JR TR S Ly B — B ) - -

d) x¥*+y*—10x + 6y— 18

LT
]
1

o

e) *+y* -18 =0
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66(D).- La ecuacién de la circunferencia que tiene el centro en el eje X

y pasa por los puntos A(-2,3) vy B(4,5) es:

a) X¥+y* - 12x+20=0 b) 9x*+ 9y’ — 42x — 201 = O
c) 3+ 3y —42x - 67 = 0 d) 3x*+3y*+14x — 67 = 0
e) 9%+ 9y? — 126x + 8y — 201 = O

67(D).- La ecuacion de la circunferencia con el centro en el eje Y y pasa

por los puntos A(2,3) y B(0,0) es:

a)3x* + 6y — 26y =0 b)3x*+ 3y - 13y =0 ) 6x° - 6y =26y = 0
d) 6x° + 6y*+26y = 0 e)3x% — 3y*+13y = 0

68(D).- Una ecuacion de la circunferencia que tiene el centro en el eje X, su

radio es +/10 y pasa por el punto P(3, 1) es:

a) (x—6)>+ y? = 10 b) x%+ (y—6)* = 10
c) X +y =410 =0 d) (x=3)° + (y—1)* = 410
e) (x=3)*+ (y-1)° =10

69(R).- La ecuacién de la circunferencia con centro en A(4, 0) y es tangente a

la recta x — 8 = 0 es:

a) X*+y +8x+2y-30=0 b) xX*+y? + 8x + 2y — 35 = 0
c) xX+y* -8 =0 d) 2x°+ 2y°+ 8x + 2y -35 = 0

e) ¥ +y> +8 =0

70(R).- La ecuacién de la circunferencia con centroen A(-4,-1) yes
tangente ala recta 3x + 2y — 12 = 0 es:

a) X+ y +8x+2y-30=0 b) x*+ y* + 8x + 2y + 35 =0
c) X+ y* +8x—35=0 d) 2%+ 2y* + 8x + 2y — 35 = 0
e) X+ y  +8x+2y-35=0
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71(R).- La ecuacioén de la circunferencia con centroen A(-3, 5) yes

tangente ala recta 8x — 6y — 6 = 0 es:

a) x—3)°+ (y+5)° =6 b) x?+ (y—6)* = 12
c) ¥ +y—46 =0 d) (x+ 3)2 + (y—5)* =36
e) (x+37°+ (y-57° =6

72(R).- El centro de la circunferencia x*+y* — 6x + 4y — 9 = 0 es:

a) (6,-4) b) (—6,4) c)(3,-2) d) (-3, 2) e) 3, 2)

73(R).- El centro de la circunferencia x°+ y* = 3x -y — 4 =0 es:

| =

a) c(>-1 b) C(z,;) ¢) C(3,2)

2
)

N|jw DN W

d c(32,1 e) C(-3,2)

74(R).- El centro de la circunferencia x*+y* - 3x — 2y — 4 = 0 es:

a) c<§,-;) b) c<‘;’é) ¢) C(3,2)
d) 0(2,1) e) C(2,3)

75(R).- Elradio de la circunferencia x*+y* + 2x — 8y + 7 = 0 es:
a) r =5 b) r = /10 c)r=5 d r =10 e)r =20
76(R).- El radio de la circunferencia x*+ y* — 6x — 10y — 2 = 0 es:
a)r=-5 b) r = /10 c)r==6 d r =10 e) r =-6

77(R).- Elradio de la circunferencia x*+y? — 12x +2y + 12 = 0 es:
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a) r = -5 b) r = /10 c) r =10 d r =25 e)r=5

78(R).- Las coordenadas del centro de la circunferencia con ecuacion
X2+ yP—10x+12y+25 = 0 es:

a) C(5,-6) b) C(-5,6) ¢ C(5.,3) d) C-5,3  e) C@3,5)
79(R).- Elradio de la circunferencia x* + y*—10x + 12y + 25 = 0
ar=25 by r=26 c)r=17 dr=-5 e)r =-6

80(F).- El diametro de la circunferencia de la siguiente figura es:

bd
ARER )
NN /
_1&(
a) 2-/10 b) /10 c) 10 d) 6 e) /6

81(F).- La medida del diametro de la circunferencia con ecuaciéon
(x=3)*+(y—6)>=10 es:
a) 10 b) 2-/10 c)— 10 d) 5 e) 2.5

82(F).- Encuentra el radio de la circunferencia cuya gréfica es la siguiente figura 'y

cuya ecuacion es x*+y*—-8x-9y+15=0:

¥
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a) \E b) 20 c) ff d) 10 e) -/20

83(R).- Hallar la ecuacién de la circunferencia con centroen C(2,-3) y sea
tangente al eje Y.

a) x*+y> +Dx+Ey + F=0 b) x* + y*—4x+6y +9=0

c) X*+ y+4x-6y +9=0 d) x*+y —4x-6y +9 =0

e) X2+ y2 — r2

84(R).- Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro en C( 3,2) y sea
tangente al eje X.

a) x°+y> +Dx+Ey + F=0 b) x>+ y*— 4x+6y + 9 =0

c) x*+ y*+4x—-6y + 9 =0 d x*+y*—4x—6y + 9 =0

e) X* +y  —6x—-4y +9=0

85(R).- La ecuacioén de la circunferencia de radio 7 y es concéntrica a la

circunferencia con ecuaciéon x* + y*—4x—-6y + 9 = 0 es:

a) X2+ y> +4x+6y +7 =0 b) x* + y*— 4x— 6y — 36

11 1]
o o

C) XC+ Y2+ Ax—By + 49 = 0 d) % +y-3x-2y + 7
e) X2+ y> - 2x-3y - 7 =0

86(R).- La ecuacion de la circunferencia de radio 3 y que es concéntrica a la

circunferencia con ecuacién x> + y?+8x-2y + 1 = 0 es:

a) xX°+y* +8x-2y -9 =0 b) x*+y*—8x+2y +8=0
c) X*+ y?+4x-y +9 =0 d x¥*+y*-9=0
e) x* +y’+8x-2y+8=0

87(R).- La ecuacion de la circunferencia de radio 18 y que es concéntrica a la
circunferencia con ecuacién x* + y?+10x-7y + 5 = 0 es:

a) (x—102+ (y+7)2 = 18 b) x> + y? = 18
c) X +y* =18 = 0 d)(x+5)2+(y—%)2:18

e) X2 + y?+10x-7y + /18 = 0



335

88(R).- Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio 5 y cuyo centro

es el punto de interseccién de las rectas 3x-2y-3 =0
2x+y-2=0
a) X°+y*-2x-24=0 b) X* + y?— 4x+6y + 9 = 0
C) X+ y?+4x—-6y + 9 =0 d x* +y?—4x-6y + 9 =0

e) X*+ y*+2x+2y -24 =0

89(R).- Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 2 y cuyo centro

es el punto de interseccion de las rectas X-2y+2 =0

2x—3y +2=0

a) X*+y*-2x-4=0 b) x¥* +y*—2x-2y +4 =0
C) X+ y?+4x—4y +2 =0 d x* +y?—4x—-4y + 4 =0

e) x’+ y+x+y-4=0

90( R).- Encuentra el perimetro de la circunferencia y el area que encierra. Si la

ecuacion de la circunferencia es x>+ y?*+4x—-10y + 4 = 0.
a)31.4 b) 157 c) 78.5 d) 66.5 e) 36

91( R).- Encuentra el perimetro de la circunferencia y el area que encierra. Si la

ecuacion de la circunferenciaes x*+ y?—2x+6y — 2 = 0.
a) 75.4 b) 37.7 ¢) 21.7 d) 3.5 e) 39.7

92( D).- Encuentra el perimetro de la circunferencia y el area que encierra. Si la

ecuacion de la circunferenciaes x*+ y>+5x+y + 1 = 0.

a) 39.7 b) 21.7 c) 31.4 d) 36 e) 345

93(R).- Comprueba gréfica y algebraicamente si el punto A(3, 5) es exterior,
interior o pertenece a la circunferencia cuya ecuacién es  (x + 2)? +
(y-7)%=10

a) Es interior b) Es exterior c) Esta sobre la circunferencia

d) No hay circunferencia e) Es el centro de la circunferencia
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94(D).- Comprueba gréfica y algebraicamente si el punto A(-1, -2) es exterior,
interior o pertenece a la circunferencia con ecuacion
x>+ y?—12x+4y-9 = 0.
a) Es interior b) Es exterior c) Esta sobre la circunferencia

d) No hay circunferencia e) Es el centro de la circunferencia

95(D).- Comprueba gréfica y algebraicamente si el punto A(-4, -3) es exterior,
interior o pertenece a la circunferencia con ecuacion
x>+ y?+6x—2y—54 = 0.
a) Es interior b) Es exterior c) Esta sobre la circunferencia

d) No hay circunferencia e) Es el centro de la circunferencia

96(D).- Un punto se mueve de forma tal que la razén de sus distancias a los
puntos A(2,4) y B(5, 1) es 3. La ecuacion de su trayectoria es:

a) X*+ y?P-2x—4y +3 =0 b) 8x* — 14x — 10y + 37 = 0

C) —2x -2y +12 =0 d) 8x* + 8y?— 86x —10y + 214 = 0

e) —8x°+ 2y +6x—-10y +46 = 0

97(D).- Un punto se mueve de forma tal que la razon de sus distancias a los
puntos A(-2 , 4) y B(4, -3) es 4. La ecuacion de su trayectoria es:
a) 15x% + 15y° —132x + 104y +380 = 0 b) -3x -3y +2=0

c) X°+ y?—9x—7y + 25 = 0 d) 17x% + 17y? - 4x =2y + 29 = 0
e) 17x*+ 2y?+12x—14y +11 = 0

98(D).- Un punto se mueve de forma tal que la razon de sus distancias a los
puntos A(-3, 4) y B(2, -1) es 2. La ecuacion de su trayectoria es:
a) x> +y*-Tx+5/-5=0 b) —3x -3y +3=0

c) 5x°+ 5y°—10x-16y + 5 = 0 d -3 -3y +5=0
e) 3+ 3y’ -22x+16y -5 =0

99(D).- Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos
A(5,-3), B(-2,4) y C(6,0).

80
20

a) (x-1)+y®=25 b) (x+2)° + (y-4)°
c) (x—5)°+ (y+3)? = 49 d) x-27 + (y-2)°?
e) (x—6)Y +y?=10
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100(D).- Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos
P-4,1), Q2,3) y RO, -1).

a) x2+(y+1)?=20 b) (x+4)? + (y—1)2 = 40
c) (x—2+ (y-3)*=20 d x+1)*+ (y-2)?=10
e) (x=12 +y?=10

SOLUCION DE LOS REACTIVOS

1 e 26 b 51 d 76
2 cC 27 a 52 b 77 e
3 d 28 d 53 e 78 a
4 Db 29 a 54 ¢ 79 b
5 ¢ 30 d 5 b 80 ¢
6 e 31 e 56 b 81 b
7 d 32 d 57 e 82 a
8 b 33 ¢ 58 d 83 b
9 ¢ 34 b 59 a 84 e
10 a 35 ¢ 60 d 85 b
11 b 36 a 61 a 86 e
12 b 37 e 62 b 87 d
13 e 38 a 63 a 88 a
14 d 39 ¢ 64 cC 89 d
15 b 40 d 65 a 90 a
16 e 41 e 66 b 91 ¢
17 b 42 b 67 b 92 e
18 a 43 a 68 a 93 b
19 b 44 ¢ 69 ¢ 94 ¢
20 d 45 d 70 e 95 a
21 a 46 b 71 d 9% d
22 b 47 ¢ 72 c 97 a
23 ¢ 48 e 73 b 98 e
24 b 49 a 74 d 9 a
25 ¢ 50 c 75 b 100 d
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